B MINISTERUL EDUCATIE
$1 CERCETARII

CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a Xll-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

Fie sirurile (a,) ., (b,) , definite prin termenul general a, = | arcsin(nx)dx si

[Ec—_

>
T
N

1

respectiv b, = I arctg (nx)dx.
1
el

a) Aratati ca a, <2b, pentruorice neN, n>4.
b) Calculati Iim%.
Anca Banica, Slobozia

Solutie:

OFICHU veveeveeveerensessssssssssssssssssssssssss e e e e e e eseeensensensessensessensensessessessessessenseneeneenees 1P

arcsiny-dy, b, :%

a) Cu schimbarea de variabila y =nx, obtinem a, = arctgy -dy si

S|
‘3'—.»—‘

‘3'—.»—‘

=}
¥
i
i

n+

1
a —2b, :% J' (arcsin y —2arctgy ) dy .
i
Fie functia f:[0,1] >R, f(x)=arcsinx—2arctgx. Pentru x €[0,1) avem
2 4 2
f’(x): 1 2 =1+x —241-x sau f’(x): X" +6Xx° -3

V1-x? 1+% (1+x2)\/1—x2 (1+x2+2\/1—x2)(1+x2)\/1—x2'

.. 2p

Pentru x > g avem x*+6x>—3>6x*-3> 2—2 -3= ;—:SL >0, deci functia continud f este

) 4 ) . : - T, T
crescitoare pe {E’lj' iar cum legll f(x)=f(1),avem f(x)< f(l)_E—Z-Z—O,

1

VX e ﬂ,l . Pentru n>4, avem LZﬂ,adicél Al —, si atunci j f
5 n+l 5 n+t’ .

n+l

adica a, <2b , pentruorice N=4. ...ttt e 2P
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b) Aplicam teorema de medie pentru fiecare din cele doua integrale definite si rezulta ca exista

n 1. . 1 n :
, ——,1| astfel incat a, =— | arcsin =—|[1-—— l|arcsin(<, ),
g p”e(n+1 ] nJ,: () n( n+1) (<)

n+l

1 -
.[ arctg y)dy = (1— ﬁj arctg ( ,on) Rezulta atunci ca &, _aresin (5”)
e

.. 3p

1
H bn W(pn) « seseccen

a, arcsinl
Cum I|m§ —Ilmpn =1, avem lim— = =

e arctgl

...2p

IR
I
N

Problema 2.

X 1
Determinati functiile continue f :[0,1] — R cu proprietatea ca j f (t)dt = J‘ f (t)dt ,
0 X2

pentru orice x[0,1].

Gazeta Matematica

Solutie:

Fie F: [O 1]—>R opr1m1t1vaa1u1 f . Relatia din enunt se scrie F(X)—F(O):F(l)—F(XZ).

Prin derivare se obtine
f(x)=-2xf(x*) , vxe[01] (%)

.................................................................................................................. 2p
Demonstram intai ca f (X) =0, pentru orice X e (0,1). Presupunem ca existd X, € (O,l) astfel

incét f(x,)=0.Pentru x =X, relatia (*) devine
f(x)=-26f(x). f(x) f(x)=0 ()
Tnlocuind in (1) pe x,cu X2, x¢,...,x2" , obtinem relatiile
f(x)=-23f(x). F(x).f(x)=0
f(x)=-2x1(x). f(x).f(%)=0 ©

. .o o A . . ™ . « e A - k P .
Din relatiile de mai inainte prin inmultire si tinand cont ca f (Xg ) #0, k=1n, obtinem

f(%)=(-2)" 21 (56 ) adica f(x)=(-1)"2"x¢"*f (%) sau
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")-i.Avem Iimf(x§")=f(limxé")=f(0),pentrucé f este

)(0 n—0 n—o0
continud $i X €(0,1) . ...oiiiiiiiiii i 2p

De asemenea lim2"x; = lim px? =0, pentru cd X, €(0,1). Atunci
p—

n—o0

f(%)=1limf(x)= "m((—l)n 2"x2 - f (Xgn )Xij =0. Contradictie.
—>00 n—oo 0
Deci f(x)=0, pentruorice x€(0,1) sicum f continui pe [0,1] rezultd f(x)=0,

VX 6[0,1], functie care verifica relatia din enunt. ...............ccooovenieiieei el 2P

Problema 3.

Se considera inelul claselor de resturi (Zn ,+, -), neN, n>2.
a) Daca n este numdr prim ardtati cd (X+ y)n =X"+Yy" pentru orice X,y eZ,.
b) Daca (x+ y)n =Xx"+Yy" pentru orice X,y €Z,, ardtati ca n este liber de patrate.
c) Fie a,b,c € Z; astfel incat b =ac si multimile A= {X €l ‘ax = 6} si B= {X € Zy|ax= b} :

Aratati ca A si B au acelasi numar de elemente.
Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie:

a) Deoarece n este prim, atunci (7Z,,+,-) este corp, deci (Z’;,) este grup si atunci pentru orice
n

ord (Z*n)

aeZ, avem a =a"t=1 siimediat @" =a.Cum 0 =0, rezultica a" =a, VaeZ,.

Imediat (X+Y)" =X+ Y=X"+Y", VXY EZ, . oooviiiiiiiiiiirereeeeiisseeeeseeeisssenesssessessee e e 3P
b) In relatia (x+y)" =x"+y", facem x =1, y=-1 si obtinem i+(—i)n =0. Daca n este

numar par, avem 2=0 ,adicda n=2. Evident 2 este liber de patrate. ............... . 1p

Fie n numar impar. Evident 0" =0 si 1" =1. Avem 2" =(i+i)n =1"+1"=1+1=2,

3" :(é+i) =" 41"=2+1=3 si recursiv (k +1)n —K"+1" = I2+i:(k +1), deci x" =x,

X E 2y e e s 1p
Demonstram cd n este liber de patrate. Daca prin absurd existd p numar prim astfel incat

2=AM=0,deci X" =x*x"?=0=%X

p’|n, atunci n= p?-m. Fie x= pri =0, atunci X
contradictie. Asadar N este liber de Patrate. ...........coocoiiiiiiiiiiiiieeee e 2p
C) Cele doua multimi sunt nevide (6 € A si ceB). Consideram functia f : A—>B,

f (X) = x+c, care este bine definitd, deoarece Vx € A, avem a(x+c)=ax+ac=b, adicd

f (x) € B. Se arati ca functia este bijectiva si atunci CardA=CardB.
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Solutie alternative pentru a)

Demonstrim ci dacd p este numar prim, atunci C¥, k =1, p—1 se divid cu p . Avem
Ch= p(p_l)"'k;(p_kJrl)eN,deci k!‘p(p—l)-...~(p—k+1), Deoarece p este prim,
k<p si(kl,p)=1, rezultd ci k!|(p—1)-...-(p—k+1), deci C; = p-a, unde

-1)-...-(p-k+1 A
(P-1) kfp )eN. Atunciin Z , avem Crf = p-a=0, Pentru n numar prim, avem

a=

n-1
(x+y) =x"+y"+ > CX"y* =x"+y".
k=1

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a Xl-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

. . . 1 .
Fie (x,),., unsir datde x, =1 si x,, =X, —Exﬁ , pentru orice n>0.

Determinati limnx, .

n—o0
Solutie:

1. - U s
Avem X ., —X, = 3 X, <0, ceea ce inseamna ca sirul (x,) _ este descrescator . De asemenea

cum sirul este descrescator, rezulta ca X, <X, =1,V¥n>0. Prin inductie se demonstreaza ca

X, 20, ¥n>0. Asadar sirul este monoton si marginit deci este convergent. .................... 3p

, RN . N . 1
Fie x, =L eR. Trecand la limita in relatia de recurenta obtinem ecuatia L =L — > L cu

SOIUEIA L =0 oottt e 1p
Avem nx, = % = % . Vom folosi teorema Stolz-Cesaro:
%
a,,—a, n+l-n X, X xﬁ[l—;xnj 1
bn+l - bn i — i Xn = Xnpa l Xr? 2
Xn+1 Xn
cum IimmﬂimZ(l—%an:Z,rezulté BNX, =22 2D
n—o — n—oo n—o0
n+1 n
Problema 2.

Fie matricea Ae M, (R) astfel incat A = A®. Aritati ca matricea |, — A+ A® este

inversabila.
Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie:
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Fie B=1,—A+A?. Din A" = A, rezulta det(A™)=det A’ = (det A)"™ =(det A)” si
atunci det Ae {01, —1}. ... 1P
. Dacd det A=0, din formula Hamilton — Cayley, avem A =tr(A)- A si imediat

AP = (trA)™” - A. Rezulta (trA)”” - A=(trA)A. De aici A=0, sau trA=1 sau trA=0 sau
T = L e 1p
1. Pentru A=0,, avem B =1, iar pentru trA=1, avem A = A siatunci B=1,—A+A=1,,
deci B este InVersabila..........o.oeiiiiiiii i 1p
2. Pentru trA=0, avem A? =0, siatunci B=1,—A. Dar
B(l,+A)=(1,+A)B=1,~A% =1, deci B este inversabild. ..................oummmiccrrnenrn. 1P

3. Pentru trA=-1, avem A’*=-A siatunci B=1,—A—A=1,—2A. Tinand cont cd A’ =-A,
cautdm o matrice C =1, +aA astfel incat BC=CB =1,. Avem

BC =CB=(1,-2A)(l, +aA) =1, +(a—2) A—2aA’ = I, +(3a—2) A. Atunci pentru a=§,

avem BC =CB=1,, deci matricea B este inversabild. ...............c.ccoviiiiiiiiienn.. 1p
Il. Daca det A=1, atunci A este inversabila, A>=(trA)A—1, si B=(trA—1)A. Demonstram
ca trA—1=0 siatunci B este inversabild. Presupunem prin absurd ca trA=1 si atunci
A?=A—1,sau A2—A+1,=0, siimediat A3+1,=0,.Din A®=—I, rezulta

675
A% =A%) A= (1) - A=—A. Atunci A% = A% = A gi cum A% = A1, rezulta

A= —% |, contradictie cu det A=1saucu trA=1. ...........cooiiiiiiiiiim 2p

I11. Daca det A=—1, atunci A este inversabila, A*=(trA)A+1, si B=2l, +(trA-1)A.
Daca trA=1, atunci B =2l,, care este inversabila.

trA-1

Daci trA-1+0, avem B=2(1,+aA) cu a= #0.

Analog ca la 1.3. cautaim o matrice C = %( I, +xA) astfel incatt BC=CB=al,,cu a=0.

Avem BC=CB=(1,+aA)(l,+xA)=1,+(a+x)A+axA’. Cum
A =(trA)A+1,=1,+(2a+1)A, avem BC=CB=,+(a+x)A+ax(l,+(2a+1)A), sau

a+x+ax(2a+1 :
BC:CB:(ax+l)I2+(a+x+ax(2a+1))A:(ax+1)[I2+ (1 )Aj impunem
ax+

. -a’ a’+a+1

conditia a+Xx+ax(2a+1)=0 de unde x=——; , X+ l=———+l=———

2a”+a+l 2a” +a+l 2a” +a+l

2

Deci BC:CB:a+—a+1I2, adicd matricea B este inversabila. ...............l 2p

2a’°+a+1
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Problema 3.

Fie functiile f,g:R >R, f(x):ax+b,cu aeR\{—l,O,l}, beR, g continui cu

1-a

9(x)=(g= F)(x)+f (x)-—

—a

b . . . .
g (—] =0 si care pentru orice x € R verifica relatiile:

: g(X)S(go f‘l)(x)—x+%,unde f * este inversa

functiei f .

. ax
a) Pentru b =0, aritati ca g(x):l—.
-a

b) Pentru a e(—1,1) determinati functia g.
Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie:
a) Pentru b=0, avem g(0)=0, iar relatiile din enunt devin g(x)<g(ax)+ax,

g(x)< g(gj—X,VXeR. In ultima relatie fnlocuim x cu ax si avem g(ax)<g(x)-ax,

Pentru a e(—11)\{0} inrelatia g(x)=g(ax)+ax, inlocuind succesiv pe x cu

ax,a’x,...,a"'x, obtinem relatiile ¢ (ak‘lx) =g (akx) +a*x,vxeR, k=1n si Insumand

L . a"-1 .
aceste relatii, obtinem g(x)=g (a”x)+ > a'x=g (a”x)+ a 1 X, Deoarece functia g este
k=1 a-—

continua si ae(-11), avem g(x)= limg (x)=g (O)+nx :Ex ................................... 2p

Pentru |a| >1 (ae(—o0,~1)U(Lx)), inrelatia g(X)=g (—J— X ,Vx e R. Inlocuind succesiv

X
a<t’

pe x cu vxeR, k=1nsi

I

«
7\
mx| =<
N

X X . .. X
v~ 1.+ 7 » Obtinem relatiile g| ——
a a a

@ | X<

insumand aceste relatii, obtinem ¢ (X) =g (in) S % =g (i“j - X, Deoarece
a k=1 a 1_1
a
functia g este continua si [a| >1, avem g(x)= limg (x)=g (O)JrlL X = ——X. Deci pentru
—>0 = _1 —
a
B=0§i A€ R\V(-10,L}, §(X) =m0 X oot 2p
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b) Cum f este bijectiva, inlocuim in g(x)<(go f‘l)(x)—x+% pe x cu f(x) si obtinem

(gof)(x)<g(x)-f (X)+L1 si tinand cont ca g(x)<(go f)(x)+f (X)—%, obtinem

9()=(g= F)(x)+f (x)-2= vxe (1)

sau
b
X)=(go f ) (X)=X+——=,VXER (.rerrrrrrrrrrerrrrrerrerrerrerennns 1
9(x)=(ge f7)(X)-x+ =, vxeR @) p
Notdm f, = fofo...of . Se demonstreaza prin inductie ca
| —
f de pori
n_
fn(X)=a“x+b(a“‘l+a“‘1+...+a+1):a”x+ba 11
a_

In (1) Tnlocuind succesiv pe x cu f(x), f,(x),..., f,; (), obtinem relatiile

g(fa(X)=a(f (x))+f, (X)—% VxeR, k=Ln (f,(x)=x)siinsumand aceste

relatii, obtinem ¢ (X) =0 ( f, (X)) + z f, (X)—% s UXER i 1p
k=1 -
Deoarece

n n k n_ n_ n_ ab(a" -1
ka(x):Z[a"Hbi1 11]=aa les P (aa 1—n]zaa L ( )+ nb
k=1

k=1 a-1 (a_1)2 1-a’

VX e R, atunci

. a"-1 a"-1 a"-1 ) .
g(x)=g|a"x+b +a X+ab———, ¥xeR. Deoarece functia § este continu si
a-1 a-1 (a_]_)

ae(-11), avem g(x):limg(x):g(lbaj+la X— ab ~, si cum g(le:O,rezulté

—a (1_ a) —
a ab a b
= - = o s 2
9(x) -2 (1-a)’ 1—a(x 1—aj P
Obs. Se poate demonstra, folosind relatia (2), ca ¢ (X) = %(X —%J si pentru |a| >1.

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a X-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

Se considera numarul complex & :—%+§ si functiile f,g:C —>C, g(Z) =7—-¢ sl
ef(2)+f(ez)=9%(z), pentruorice zeC.
a) Daci |g(z)| <1 si ‘9(22)‘<1, aritati ca |Z|<§-

b) Determinati functia f .
Nicolae Papacu, Slobozia
Solutie:

OFICHU veveeveevenrensessssssssssssssssssssssssss s eeeeeeaseneensensensessensensensensessessessesseseessenseneenees 1P

Avem |5|=1, E 4 e+1=0 81 €2 =1, 1p
a) Avem g(zz)—gz(z):zz—g—(z—g)2 :252—(52+5):252+1 si atunci
262 =0(27) =07 (2) =10 oo 1p

Avem 2|z| =2|e7] =‘g(22)—gz(z)—1‘s‘g(zz)‘+‘gz(z)‘+|—ﬂ<1+1+1:3, de unde |z| <%.

.................................................................................................................. 2
b) Pentru orice z € C, avem relatia i
ef(2)+f(e2)=0%(z) (1)

In relatia (1) inlocum z cu £z, respective £z* si tinand cont ca &° =1, obtinem relatiile
ef (ez)+f (822)2 9°(e2) (2)
ef (522)+ f(z)= gz(gzz) ©))
La relatia (3) adundm relatia (2) Inmultitd cu —¢ si obtinem
—&*f (e2)+ 1 (2)=g*(°2)-£9° (e2) (4)
................................................................................................................. 3p

La relatia (4) adunim relatia (1) inmultiti cu & si obtinem
(1+£°) f (2)=0°(£°2)—0® (¢2)+ £°9° (2), adica
2f (2) :(522—5)2 —e(ez-¢) +&*(z-¢) = (54 -& +gz)z2 —2(53 +&° —53)2 +et-g*+¢’

,sau 2f (z)=-22"-2z-2, f(z)=—(zz+z+1). ................................................... 2p
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Problema 2.

2¢ 424y =3
2 42 =3
Nicolae Bourbdcut, Sarmizegetuza, G.M. 12/2025

Determinati solutiile reale ale sistemului {

Solutie:

Din prima ecuatie, avem 3=2% +2"¥ >1+2", adica 2"¥ <2, de unde y>0. Analog din a
doua ecuatie x>0. Deci x,y e [0, oo) T 1p
Din cele doua ecuatii prin scidere obtinem f (x)= f (y), unde f:[0,00) >R,

f(x)=2" -2 Pentru 0<x <X,, avem 2% <29, 2% <-2"* adica f (%)< f(x,),

ceea ce Tnseamna ca functia este strict crescatoare, deci si injectiva. Rezulta atuncica X=Y.

Atunci, avem de rezolvat ecuatia 2¥ 4 27 =3 sau g (X) =3,unde g: [O, oo) —>R,

g(x)= 2¢ 42 =g, (x)+9,(x). Cum functia exponentiala este convexa, atunci

g,(x)=2- (%) este convexa. Cum functia h:[0,00) >R, h(x)=2" este convexd, avem
2P < 224 +(1-2)2%, WX, %, 20, Y2 e[0,1] (*)

Cum x,x, >0, atunci x, =a?, x, =b? si relatia (*) devine 2°* " < 22% 4 (1-2)2"

Va,beR, VAe[0,1]. Se arata ca (ﬂua+(l—/1)b)2 < Aa”+(1-4)b? (prin calcul echivalenta

cu A(1-2)(a- b)2 >0) si atunci avem 23 A < A" o 5o’ +(1-14) 2", Va,beR,

VAe [0,1] , ceea ce Inseamnd cd functia g, (x) =2 este convexa. (Eventual se arata ca

LHJZ a?+b? a® b?
2(2) e s%,vabzm ............................................................................ 3p

Atunci functia ¢ este convexa si prin urmare ecuatia g(x)=3 are cel mult doud solutii. Cum
9(0)=g(1) =3, rezultd ci ecuatia g(x)=23 are solutiile x=0, x=1 si atunci solutiile
sistemului sunt (X, ) €{(0,0), (LL)}. ..oooovoiiiiii e 2D

Problema 3.

Fie (an )nzl un sir de numere reale strict crescator cu @, >0 care are proprietatea ca

a, +a,,<?2a.,,,pentruorice neN".

a) Daca a =1, a, =2 si toti termenii sirului (an) sunt numere naturale, determinati

n>1

sirul (an)nﬂ.
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b) Daca p > 2 este numar natural, calculati

R O O O e U e o
& B B )

([a] reprezinta partea intreagd a numarului real a)

Nicolae Papacu, Slobozia
Solutie:

a)Din a,+a,,,<2a ,,avema ,—a , <a, —a sinotand b =a , —a, ,rezultd ca sirul
(by),., este descrescitor. Atunci din b, <b =1, b, >0 (sirul (&,) ., este strict crescator) si
b, eN rezultd b, =1, Vn>1, adicd a,,, =a, +1 siimediat a, =n, Vn=>1................... 3p
Solutie alternativa: Din a, +a, < 2a,, rezultd a, <3 si cum sirul este strict crescator iar a, € N

, rezultd a, = 3. Prin inductie se arati ca a, =n, VneN".

Zn: \/_ \/ak+1 +\/an+2 cum
k1 \/ k:1\p/ak+1 ka1 ek paz k=2 \p/ak+1 \/_ \/ n+l

>2 (inegalitatea mediilor) si =% 4 Y 0+2 N+2

=]
ﬁ
-~
+
N
=]
Q
~
+
TM=
=]
Q
~
+
N
E
+

>1 (pentru cd sirul este

\/ak+1 \/ Va. IDan+1 Vana
n Pla +La

strict crescator) atunci Z K k+2 n—1)+1:2n—1. e e e 2P
VA

Pla, +Pa . L :
Demonstrim cid Y X _NT+2 5 nentru orice k e N*. Folosind inegalitatea

\/p A 41

(a+b)p <2p_1(ap+bp), a,b>0, a#b (se demonstreazi prin inductie dupa peN*, p>2

sau folosind convexitatea functiei f :(0,00)—(0,20), f(x)=x"), inegalitate care se mai scrie

a+b< p/zp‘l(ap +bp) ,avem Pla, +Pla ., < {’/zpfl(ak +ay,,) . Cum ay +ay,, <28,

- p p _ -
atunci Pfa, +Pla,., <V2Pa,,; =2P/a, ., . Deci avem
Pla, +Pla, ., . QO Pa +Pa
Nk TNTKE2 si imediat Z%< ] £ OSSP o
Yaga k1 V&

Rezultd in final ca Z\/a\/_ Y i =2n-1. O EPUSPRRIR o
ak+l

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a IX-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

Fie functia f :N—N, definiti prin f(n)= {g}

a) Daca sirul de numere naturale (an )nzl este o progresie aritmetica astfel incat sirul

( f (an ))n L, este progresie aritmeticd, atunci aratati ca toti termenii sirului (an) au aceeasi

n>1
paritate.

b) Determinati numerele naturale nenule m,n, p stiind ca f (n3) =p™ si p este prim.
C) Determinati functiile g:N — N care pentru orice neN verifica relatiile g (n) <f (n),

1+(-1) |

g(n+1)>g(n)- 5

([a] reprezintd partea intreagd a numdrului real a)

Nicolae Papacu, Slobozia
Solutie:

a) Fie r e N ratia progresiei (an )n>1. Cum sirul ( f (an ))nzl este progresie aritmetica, atunci

pentru orice neN* avem f (a,)+ f (a,2)=2f (a,,1), adica [a?n}r[an ;Zr} - Z[an; r}

a a,+r . ..
sau 2[?”} +r= 2[ ”2 } , de unde rezulta ca r, este numar par. Asadar ratia progresiei

(an) este numar par si atunci toti termenii au aceeasi paritatea (aceeasi paritate cu & ).
nZl 5 5 5 5

3 3
b) Din f(n3): p™, adica [%}: p™ avem p™ gn?< P+l 2pm<n®<2pM+2, de

unde nd e {2 p™ 2p™ +1}. ................................................................................ 1p
Dacid n®=2p™ rezulti cd p=2 sidin n® =2"" rezultd cd m=3k—1si n=2", keN".
Dacd n®=2p™+1, avem n®—1=2p", adicd (n—l)(n2 +n +1) =2p". Fie

d :(n—l,n2 +n+1):(n—1,(n—1)(n+2)+3) (d este c.m.m.d.c.) si atunci d|3, deci d e{l,3}



I8 MINISTERUL EDUCATIEI
oy 1 CERCETARII

Pentru d =1 din (n— )(n +n+1) 2p™, n®+n+1 numir impar, n—1<n?+n+1, avem
N—-1=2si n®+n+1=p" siatunci n=3, p" =13, adicd p=13, m=1.
Pentru d =3, rezultd 3°|2p", deci p=3 si atunci din (n—1)(n*+n+1)=2-3", n* +n+1

numar impar, d =3, n—1<n’+n+1,avem n—-1=6 si n°+n+1=3"" siatunci N=7,
3" =57, care nu are solutii NAtUrale. .................cooiiiniiniiieeeeeeee e eeneenn. 2P

c) Avem g(0)< f(0)=0 sicum g:N —N, rezulta g(0)=0. De asemenea g(1)< f (1)=0

,deci g(1)=0. Avem g(2)< f(2)=1si g(2)>g(1)—1—;1:0. Din g(2)€(0,1]nN

rezulta 9(2)=1. Tnmod analog g(3)< f(3)=15i 9(3)>g(2)- "~ ~1-1=0, rezul

g(3)=1.

p,dacin=2p, peN

n
. :{—] Pentru p=0 avem
p,dacin=2p+1, peN |2

Demonstram prin inductie ca ¢ (n) = {

9(0)=g(1)=0. Presupunem ca g(2p)=g(2p+1)=p si demonstrdm cd
9(2p+2)=9g(2p+3)=p+1. Avem g(2p+2)< f(2p+2)=p+1si

g(2p+2)>g(2p+1)—%: p—0=p sicum g(2p+2)eN rezulta g(2p+2): p+1.De

asemenea g(2p+3)< f (2p+3)=p+1si g(2p+3)>g(2p+2)- 12 = p+1-1=p sideci

n

g(2p+3)=p+1. Asadar g(2p)=9g(2p+1)=p adica g(n):{ﬂ: f(n). oo 3p

Problema 2.

Fie triunghiul ABC si D e(BC) astfel incat BC =3-BD. Fie | centrul cercului
nscris in triunghiul ABC si M simetricul lui | fatd de D. Stiind ca

MA+MB+MC +2- AB =0, aratati ca ABC este echilateral.
Petru Todor, Sebes, G.M. 1/2026

Solutie 1:

Oficiu .. s S | 1
Fie G centrul de greutate aI trlunghIUIUI ABC Folosmd relatla lu1 Lelbnlz

MA+MB+MC =3MG, relatia din enunt devine
2AB+3MG =0 (1)
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- 14.
MB +=MC VTS VTS
Din 8b_1 rezulta MD = 2 _2MB+MC . Deoarece D este mijlocul lui (MI),
DC 2 11 3
2

4AMB +2MC

avem MI =2MD = SaU 3MI =4AMB+2MC . ..o oo 3P

Avem 3MI =2(MA+MB+MC)+2(MB—MA) =6MG +2AB, deci 2AB =3MI —6MG
fnlocuind in (1), obtinem 3MI —6MG +3MG =0, de unde MI = MG , sau | =G, adica
triunghiul este echilateral......... .. ..o 2p
Solutie 2:

Notdm E vectorul de pozitie al punctului P si avem in general ST = E —E .

. o . e 7T 17 A .
Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC si atunci r, =-2—2—X _ Scriem relatia din

enunt cu vectori de pozitie Z(a — a) + 2(@ — a) =0, adica

3(rG -1, )+2(rB —rA):f) (1)

.................................................................................................................. 2p
A
Din sb_1 rezultd r, = 21 el . Deoarece D este mijlocul lui (MI), avem
DC 2 1.1 3
2
2, +1g

r, =21 —r =2 —1, SAU 3N, =46 421 =36 e 3D

Tnlocuind n (1), avem 3r; —(4g+2a—3ﬁ)+2(r5 —rA) =0 e 1P

Avem 3rG+3ﬁ—2(E+E+rA):6,adicé 3r, +3r,—6r, =0, deunde r, =1, <G =1, deci

triunghiul ABC este echilateral. ... 3p

Problema 3.

- a’+b*+c?
Fie a,b,ce (O, oo) cu a+b+c =1 Demonstrati inegalitatea — 3 +18abc <1.

Marin lonescu, Pitesti
Solutie:
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(a+b+c)2

Folosind inegalitatea a® +b*+c® > (inegalitate care este echivalenti cu

a’+b®+c* >ab+bc+ac sau (a—b)2+(b—c)2+(c—a)2 >0) avem

/a2+b2+c2 a®+b?+c?
< e ettt eeeeeeeeeeeeeeieet e e 3p
3 a+b+c

2abc E+1+1
a?+b? +¢2 2(ab+bc+ac) a b c
Cum —— =a+b+c- =a+b+c— , avem
a+b+c a+b+c a+b+c
1 1 1
2abc| —+ -+~
a’+b*+c® _a’+b*+c? (a b CJ
< =a+b+c-— P4 o
3 a+b+c a+b+c
Deoarece(a+b+c)(1+£+1j=3+§+9+§+£+9+329 atunci
a b c b a c a c b
1 1 1
2abc| —+ -+~
a’+b’+c* _a’+b’+c? (a b c) 18abc
< =a+b+c-— <at+b+c-——
3 a+b+c a+b+c (a+b+c)
................................................................................................................... 3p
2 2 2
Asadar a+b+e + 18abe ><a+b+c,iarcum a+b+c=1 obtinem inegalitatea din
3 (a+b+c)
38111 1p
Solutie alternativa: Omogenizam inegalitatea din enunt: a = X , b= y :
X+Yy+1z X+Yy+z
c=—Z%  x y,z€(0,). Inegalitatea de demonstrat devine
X+Yy+z

2 2 142 24y? 472
X“+y +z2+ 18xyz _<1sau Xty +z 18xyz > <X+Yy+2, carese
3(x+y+z) (x+y+2) \ 3 (Xx+y+2)

demonstreaza ca mai Inainte.

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acordi punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasaa Vlll-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

a) Demonstrati ca daca a,b e R si m si n sunt numere naturale cu aceeasi paritate, atunci
am +bm an +bn am+n +bm+n
. < .
2 2 2

50
a100 +b100 . (az +b2 ]

b) Demonstrati ca oricare ar fi a,beR.

Solutie.

a) Se rescrie inegalitatea sub forma (@ —b™ )(@" —0") 2 0.uvvvvvvvrssvvesssissnssssessn 2p
Daca m si n sunt impare, atunci

- pentru a>b=a">b",a">b"=a"-b">0,a" -b" 20:>(am—bm)(a"—b”)20

- pentru a<b=>a" <b™,a"<b"=a"-b" <0,a" —b" <0:>(a"‘—b'“)(a”—b”)>0 .......... 2p
Daca m si n sunt pare, atunci m=2k,,n=2k,, cu k;,k, eN

- pentru @’ >b” =a®™ >b™ a™ >b™ =a" 2b",a" 2b" = (a"~b")(a"-b")20

- pentru a> <b? = a% <b? a% <p? = a" <b™,a" <b" :>(am —bm)(a” —b")>0 ......... 2p
b) Folosim inegalitatea de la a) pentru m si n pare

3100 | pto0 N a2 +b? .ags %
2 2 2

a% + b N a2 +b? -a96+b96
2 2 2

a'+b* _a’+b® a’+b’
2 2 2
Inmultim relatiile si obtinem inegalitatea Ceruta................coooiiiiiiiiiiiiiiii 3p
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Problema 2.
Fie a, b, ¢ numere reale nenule, distincte doud cdte doua si d un numar real. Sa se
demonstreze ca ecuaiile ax’+(b+d)x+c=0, bx*+(c+d)x+a=0, cx*+(a+d)x+b=0

au o solutie comund daca si numai daca a+b+c+d =0.

Solutie.

Demonstram implicatia directd. Fie X, solutia reala comuna, atunci
ax,” +(b+d)x,+c=0, bx,” +(c+d)x,+a=0, cx,*+(a+d)x, +b=0
Scad primele doua relatii =

(a—b)x; +(b—c)x,+c—a=0=a(x; —1)—bx, (X, ~1)—c(%,~1)=0=

(X —1)(ax, +a—bx,—c)=0=x, =1sau x, :ZL

oo

Scad prima si a treia relatie =

(a—c)x; +(b—a)x,+c—b=0=ax,(x,—1)+b(x,-1)—c(x; -1)=0=

(X —1)(ax, +b—cx, —c)=0= x, =1sau x, :;Lb

(o]

Scad a doua si a treia relatie =
(b—c)x; +(c—a)x,+a—b=0=b(x; —1)—cx, (%, —1)-a(%,~1)=0=
(xo—1)(bx0+b—cx0—a):0:x0:1saux0:—b ............................................................ 3p

Presupun cd 1n afara raddcinii comune X, =1, mai exista o radacind comuna ceea ce inseamna

c—azc—bza—b
a-b a-c b-c

—a’+b?+c? =ab+ac+bc:>(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2 =0

Cum x, =1 este radacina comuna = a+b+c+d =0.
Reciproc, dacd a+b+c+d=0=b+d=—(a+c),c+d =—(a+b),a+d=—(b+c)......... 1p

atunci ecuatiile se rescriu

.. C
ax’ —(a+c)x+c=0 cusolutiile x, =1, X, =~
a

bx? —(b+a)x+a=0 cu solutiile x, =1, X, =%
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cx® —(c+b)x+b=0 cu solutiile x, =1, x, _b
C
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Deci X, =1 este SOIULIC COMUNA. ........ccuruiiiiiiiiiiii s 3p

Problema 3.

Fie ABCDA'B'C'D' un cub si M, N, P, Q mijloacele muchiilor BC, AD, CC’, respectiv DD’.
Notam AM mBD:{E}, CN mBD:{F}, DPmCD':{E'} C'QmCD':{F'}.

a) Demonstrasi ca EE'=FF' si EE'
b) Determinati sinusul unghiului format de dreptele EE" si FF'.

||(AC'Q).

C) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABD. Demonstrati ca EE'|| (GFF ') .

Solutie.

D'
Y
I =
~
fl ~ =
JI S -
}I hY e
A il N B~
] I ~ ”’
N
! : ~ 1 f"
] ~
! N
, | ’,‘F\
Y
I 1 PN
) | P T ~
, | P ! \\
! 2 ) ~ P
1 o 1 \\ P
!
; / I I ~ , P
’ | ! <~ EL -
17 ] Y.
A I ! -7
T | ’f ~
,f' 1 L 4 N
i I ! e ’ N
s 1 1 ! ’f 7 N
| 1 I -7 ’ ~
L 1 - g .
ry U4 ~
P I P / ~
/ ! DI e I ,/
’ ! e I f
/ ] 4’]‘-.. L T T
- - 1 / L — = £ —
/ I - e mm=m—-— T
’ N, -7l ===~ 7 =2 ’
’ Pt Fe~l - -
- TS| =w___  __Z W=7 M
/7 - T E-.. -
St = ---E_ >
A B

CE' EP CP 1

a) aCE'P~aD'E'D=> =

D'E' E'D D'D 2

ADFN —aBFC —PF _DN _FN _1
BE BC FC 2
~MEB -sAED — ME _MB _EB _1
AE AD ED 2

Gazeta Matematica nr.1/12026

1p



.....

e

_;;,' I8 MINISTERUL EDUCATIEI

"" oy SI CERCETARII

AD'F'Q~ACF'C':>D D L P Q L i 1p
CF' CC' F'C' 2

Tn ~DBP

Ezﬁ—lzEE'||BP:>ADEE'~ADBP:>EE':EPB:>EE':ﬁ

E'D ED 2 3

Tn aD'CN,

£=E=3:F'FHD'N:ACFF'~ACND':>FF'=3ND':FF'=2a*/§

F'C FC 2 3

S B = oo e ettt 1p

S-a notat muchia cubului, AB =2a, aeR,a>0.

EE'|| BP, dar BP || AQ = EE'|| AQ

=Bl AQ EE'||(AC'Q 1
= EE|[{ACTQ ) oo
D' C'
Q, * P
| NP
: ’;)'\\
DI ,_’_’_/ ______ 1/_/ ____________ \\\
," “"*.. A e C
NezZl foos G
- G B .
A B
EE'|| AQ .
b) FEID'N = £ (EE',FF')=£(AQ,D'N)=«ATN ,unde AQND'N={T}............... 1p
Se scrie aria triunghiului ATN in doud moduri si se obtine sin (ACATN ) :g ............................. 1p

Exemplu de calcul: se noteaza AB=2a, acR,a>0
sD'ND,A-T-Q=> DT NA DQ =1=D'T=2NT,D'N=a+5
NT DA D'Q
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2a\5 a5 .

a\/5 -~ 2a5 a . 3 3 -sin(LATN )
TN:T’AT:DT:T’AANT :?y AANT: o e 1p
:sin(A{ATN):g.

C BG
¢) BN mediand in aBND, G este centrul de greutate :m =2
DarE=2:>ﬁ=E GF [ ND e 1p
FD FD GN
(GFF ')||(NDD'), AQc(NDD'):AQH(GFF') dar AQ||EE'= EE'||(GFF ) ................. 2p

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026
Clasaa Vll-a
Bareme de evaluare si notare
Problema 1.
. . . . 1 1
Pentru orice numar natural nenul K , demonstrati ca numarul |1+ > +— este
(2k+1)° 4k
rational.
Prelucrare Gazeta Matematica nr. 1/2026
Solutie.
2
1+ 1 5+ 12=(1+2~1.i+i2j—£+;2:(1+ij +%—l ............... 3p
(2k+1)" 4k 2k 4k") k (2k+1) 2k)  (2k+1) K

ﬂhi)z —2-(1+ij(2k1+1j+ (2kil)2]+2(1+i](2k1+1]_% ............................. 3p

1 1 Y _2k+1 1 1 1 1 V¥ 1 1 1 1 Y
1+—-— 42— ———==1+—- ===+ ... 3p
2k 2k +1 2k 2k+1 k 2k 2k+1) Kk k 2k 2k +1

Problema 2.

a) Demonstrati ca

2241 3F+1 441 2026% +1
b+ 5
2°-1 3-1 4°-1 2026° -1

> 2026

b) Demonstrati cd pentru orice ne N are loc inegalitatea

[\/n2+2n +«/n2+2n+2}+[\/n2+4n+3+\/n2+4n+5}+...+[\/4n2—1+\/4n2+1}26n—3

S-a notat cu [a] , partea intreaga a numarului real a.

Solutie.

a) Un termen oarecare al sumei este de forma

I8 MINISTERUL EDUCATIFI
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2

T g 2 g bl 0iKS2006 1p

k-1 k-1 k-1 k+1

2025+1—1+1—1+l—l+ + 1 1 + t 1 =2026+1—i— L 1p
1 3 2 4 35 2024 2026 2025 2027 2 2026 2027

1 1 1 1 1 1

-t

2 2026 2027 2 2026 2027

:>2026+1—i— 1 > 2026 .. 1p

2 2026 2027

b) Notez suma din membrul stdng cu S si un termen oarecare al sau este de forma

:[\/k2+2k +\/k2+2k+2} n<k<2n-1

k<vk®+2k , k+l<k®+2k+2

Aduniand relatiile obtinem 2K +1< VK% +2K +VK2+2K+2  (L)eeerrrrereeremmreereecrssssseneneneeen. 1p
Se demonstreaza ca \/k2 + 2k + \/k2 +2k+2 <2(k+1) (2)eeieeeie e, 2p
Din relatiile (1) si (2) obtinem [sz 12K K2+ 2k + 2} T D 1p

Suma se scrie S =(2n+1)+(2n+3) +...+(4n-1) =S =3n"

S26N-3 3022603 3(N1)" 2 0 coovrrrrrrccimieerrrressssssmiessseessssssssessssees s 2p

Problema 3.

Se considera triunghiul ascutitunghic ABC si cercul circumscris acestuia. Semidreapta Al
este bisectoarea unghiului BAC , | € BC. Al intersecteaza cercul a doua oard in punctul E.
Tangentele la cerc in punctele E si C se intersecteaza in punctul F iar AE si CF se intersecteaza
in punctul N.

1 1 1
a) Demonstrati cd —— +—

CN ClI CF’
b) Daca punctul M este mijlocul laturii BC si K € AC astfel incat MK || Al , atunci sa se

demonstreze ca 2AK = AC — AB.

Solutie.

a) Al este bisectoarea XBAC = xBAIl = XCAl = BE =CE = xBCE = XECF 1)
FE = FC =aCEF este isoscel = XCEF = XECF (2)
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Din (1) si (2) = £BCE = £CEF = EF || IC =aNEF ~aNIC _ NF_EF_NE
NC IC NI
o N ar EF = FC =l o ettt 2p
EF NE FC NE
[=]
' ; i ; 'O : !
| I /C
E F
\/
Tn aICN,CE bisectoare = & = 1
EN CN
Cl IE EN IN CI Cl Cl 1 1 1
+1= + = =— > —+l=— = —— = —— 2p
CN EN EN EN CF CN CF CN CI CF
b) Fie MK NAB={P}.
in aBMP, MP || A BA_Bl _ gp_BA-BM (3)
BP BM Bl
Tn aCAl, MK || A= SA_CL o _CACM (4)
CK CM Cl
Tn AABC, Al bisectoare:%=% (5)
Cl Bl
M este mijlocul lui BC= BM =CM (6)
Din (3), (4), (5) si (6) = BP=CK = BA+AP=AC—AK = AP+AK = AC—AB............ 3p

ABAl = XAPK (corespondente) , XIAK = XPKA (alterne interne)
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= 4
Dar XBAIl = XIAK = XAPK = XPKA = APK isoscel = AK = AP

=S AP+ AK =2AK = 2AK = AC — AB ..o 2p

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasaa Vl-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

Fie a,beN", (a,b) = cel mai mare divizor comun al numerelor a,b si [a,b]= cel mai
mic multiplu comun al numerelor a,b.

a) Se stie ca (a,b)+[a,b]=100. Determinati toate perechile (a,b)pentru care unul
dintre numere il divide pe celalalt.

b) Demonstrati ca (a,b)? +[a, b]2 >a’+b’.

Solutie:
a) Caz I.
Daci 2|b = (a,b)=asi [a,b]=b

Egalitatea devine @+b=100=b=100-a dar a|b = a|100—a=a|100

..................................................................................................................................................... 1p
Caz Il

Daci P |2 = (a,b)=bsi [a,b]=a

Egalitatea devine a+b=100=a=100—b, dar b|a =b|100.........ccccccrerrerirrrirrrrrrrcrrenns 1p

= (a,b) €{(99,1),(98,2),(96,4), (95,5),(90,10), (80, 20), (75, 25), (50, 50)}
bin 1< 11 = (80) €{(99,1),(98, 2),(96,4), (95,5),(90,10), (80, 20), (75, 25), (50,50),

(1,99), (2,98), (4,96), (5,95), (10,90), (20, 80), (25, 75)}
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(ab)=d=a=d-a,b=d-b,a,b eN

b) :>[a,b]=""o'|b=°"""1O'|0"bl=o|-ai-b1 . d#0

= a® +b? =d%a? +d°b’

................................................................................................................................................. 1p
Atunci relatia din enunt se scrie:

d*+d%a’b? >d%a’ +d’b? |:d?

1+a’b?>a’ +b} < a’h’ —a’ -b? +1>0

S al(b? -1 - (b2 -1)20

< (a ~1)(bf -1)=0
............................................................................................................................................... 3p

Cum a 21,b >1=relatia este adevarata............cccoovvvrriiiniiiiiin 1p

Problema 2.

Pe bilele dintr-o urnd sunt scrise numerele naturale cuprinse intre 2*°si 2'*. Se extrage
o bila. Aflati probabilitatea ca numarul scris pe aceasta sa aiba trei divizori.

Gazeta Matematica nr. 1/2026
Solutie:

Fie n numir natural cuprins intre 2'°si 2™, avand trei divizori

nare trei divizori = n=p%, PN, PPIM..ciiiiiieee s 2p
D, ={1, P, pz} .......................................................................................................................... 1p
2'° =1024, 2" =2048, nnumir natural cuprins intre 2"°si 2" =1024<n<2048............... Ip

=1024 < p® < 2048

=5 327 < P? <2048, P PIIMcciieieeieeieeeee ettt es et s e 1p
=pe {37, 41, 43} (trei cazuri favorabile).........oovoiiiiiiii 2p
2048 -1024+1=1025 (numere cuprinse intre 1024 si 2048) — numar cazuri posibile........... 1p

= T 1p
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Problema 3.

Pe o dreapta d se considerad punctele O,M,,M,,..., M in aceasta ordine. Fie punctul P exterior

dreptei d astfel incdt masura unghiului <POM, este egald cu 120° iar masurile unghiurilor
<OPM,,«OPM,,...,«OPM, respectiv masurile unghiurilor <«PM,0,<«PM,0,...,<PM O
sunt numere prime diferite (exprimate in grade).

a) Aflati valoarea maximd a lui n .
b) Daca n are valoare maxima, aratati ca oricum am alege patru dintre unghiurile
<M,PM,, <M, PM,,...,<M_ ,PM , exista printre ele doua congruente.

Solutie:

a) Tn AOPM,, 180° —m(«POM,) = 60° = m(«<OPM,) + m(«OM,P),1<i < n (suma masurilor a

doud unghiuri exprimate prin numere prime)

Numere prime mai mici decat 60:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59 . .« e oo Ip

Cum suma masurilor a doud unghiuri exprimate prin numere prime (in grade) este 60°, atunci
perechile care convin sunt:

(7°,53%),(13°,47°%),(17°,43%), (19°,41°),(23°,37°), (29°,31%), (31°, 29°)(37°, 23°),
(41°,19%),(43°,17°),(47°,13%),(53°,7°)

.................................................................................................................................................. 1p
= n =12 valoare maxima
.................................................................................................................................................. 1p
b) n=12

Se observa ca <M, PM,,, =<«OPM__, —<«OPM,,1<i<n-1
................................................................................................................................................... 1p

Cum este evident ca unghiurile <cOPM; sunt in ordine crescdtoare, atunci se cauta diferentele
dintre valorile prime:

13-7=4, 17-13=4, 19-17=2, 23-19=4, 29-23=6,....,53-47=6 (apar doar trei valori: 2,4 si 6)

Sunt 11 unghiuri si trei valori posibile, asta Tnseamna ca cel putin doua unghiuri din cele patru
alese vor avea masurile egale (conform principiului cutiei)

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a V-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.
Sa se determine restul impartirii lui N prin n in cazurile:
a) N=1.2-3-...-1020+1+2% + 2° +...+ 2" 5i n=2026;
b) N=2+2%+2%+..+2°° 5i n=63.
Solutie:

a) Cum (1.2-3-...-1020):2026 , avand printre factorii din produs 2 si 1013, iar 2026 =2-1013,
restul impartirii lui N prin 2026 va fi restul Tmpartirii prin 2026 a numarului
S=1+2+2°+..+2%

.................................................................................................................. 2p
s=1+2+2"+..+2=(2"-1):(2-1)=2048-1=2047 = 2026 +21,  21<2026 =>restul
cerut este
2L 2p

b) Cum 1+2+22 +2% +2* 4+ 2° =63 =dacd grupam cite 6 termeni consecutivi in N, Tncepand

cu termenul 2k,k§2021, suma ternenilor dintr-o astfel de grupa va fi

2 (1424224 2° 420 42°) =(2-63):63 oovercinnn 2p
Dar 2026:6 =337 rest 4= se vor forma 337 de grupe complete, cu suma termenilor multiplu de
63, si raman 4 termeni, primii 4 din suma, cu suma 2+2%+2%4+2* =30...ccccccerreierniernreeens 2p
CUum 30<63, reStUI CEIUL BSTE 30......uveiieiiieiiie ettt s e e e e e et e e e s eb e e e s s eabae e e s sabbeeeeseanes 1p
Problema 2.

Sa se compare numerele:
a) a=3”+3" si b=5"+2%;

b) m=5" si n=3*-2%.
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Solutie:
322 — (32 )ll — 911 > 811 — (23 )11 — 233

3 =(3°) =277 > 25" =(5?) =5*

=32 43" >2¥,5% 5 a>b

b) Din punctul a) stim ¢i 32 +3% > 2% 4+ 5% jar 3% +3% =321'(3+1) =4.37 ......2p

2% 45" =22.2"15.5% > 4.2% +4.5° =4.(2% +5%)

Problema 3.

Fie numarul a,a,a,...a,,,3,, cu 2n cifre nenule. Se stie ca orice cifra a numarului situata

pe pozitie pard este de patru ori mai mare decat precedenta de pe pozitia impard (adicad este

indeplinita conditia &, =48, ,, oricare ar fi KeN", k <n).
a) Demonstrati ca nu exista astfel de numere cu suma cifrelor 2026.

b) Determinati cel mai mic si cel mai mare astfel de numar cu suma cifrelor 2025.

Gazeta Matematica nr. 1/2026
Solutie:

Din ipoteza, 8, =48y, si 8y, este cifrd nenuld =a,,, €{1;2}, oricare ar fi KeN",k<n (1)

Daci notim S =@ +a, +...+a,, ; +a,,, atunci

S=a +4-a+a,+4-a,+..+a, ,+4-a, ,=5a +5-a,+..+5a, , =5-(a1+a3+...+a,2n71)

a) Am aratat ca S:5, dar 2026 nu este multiplu de 5, deci S nu poate fi 2026...................... Ip
b) Dacid S =2025=5-(a, +8;+..4 8y, ;) =8 +8; +...+8,,, =2025:5=405...................Ip

Cel mai mic astfel de numar se obtine pentru cel mai mic numar de cifre, adicd pentru cele mai
mari cifre posibile. Tindnd cont de relatia (1), cum suma este 405, numar impar, trebuie sa fie
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a =1si 8;=8,=...= 8, =2, iar cel mai mic numar de forma ceruti este N, =142828...28 care
are (202 +1) 2=400 CIfTe. ... 2p

Cel mai mare astfel de numar se obtine pentru cel mai mare numar de cifre, adica pentru cele
mai mici cifre posibile. Tindnd cont de relatia (1), cum suma este 405, trebuie sa fie 405 de cifre

egale cu 1 pe pozitii impare, iar cel mai mare numar de forma ceruta este N, =141414...14 care
are 405-2=810

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.



