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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVI-a, 25 martie 2023

Clasa a V-a

Problema 1

Stiind cd a+b=53, b+c=75 si c+d =88, calculati catul si restul impdrtirii numarului
a+4b+5c+2d laa+d.

Problema 2

Determinati numerele naturale X si y stiind ci y* +y =6 +3905.

Problema 3

Demonstrati ca, oricum am alege trei numere diferite de forma 7", unde n este numar natural
nenul oarecare, exista doud dintre acestea cu proprietatea ca fie suma, fie diferenta lor este un
multiplu de 50.

Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 2 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVI-a, 25 martie 2023

Clasa a V-a

Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1

Stiind ca a+b =53, b+c=75 si c+d =88, calculati catul si restul impartirii numarului
a+4b+5c+2d laa+d.

Solutie
a+b=53
b+c=75 |-3:>3b+3c=225 20
crd g3 |~2:>20+2d g
Prin adunarea celor 3 egalitati se obtine:
AHADH5CH20 =454 ..t 2p
Prin adunarea egalitatilor a+b =53 si c+d =88 se obtine a+b+c+d =141............... 2p
A4 0 ZL4L—T5 =60 .o s 2p
Finalizare: catul este 6 $i 1estul €St 58......ccciviiiieiiiiicieiie e 1p
(@ 1ot 1 OSSO P TP P PR TRPPORRPRO 1p
Problema 2
Determinati numerele naturale x si y stiind ca y* +y = 6" +3905.
Solutie
V(Y L) =6 43905 ...ttt ettt beereeneenens 1p
V(Y L) 3905 = 67 ...ttt ae e nens 1p
Cum y si y+1 sunt numere consecutive = Y(y +1) este NUMAT Par..........ccccervrreeveiennnn. 2p
= Y(Y+1) —3905 eSte NUMAT IMPAT......ccoeierirriieriireieeeereee e 1p

5 67 BSTE IMPAL ...ttt ettt ettt sttt b et re bt 1p



Problema 3

Demonstrati ca, oricum am alege trei numere diferite de forma 7", unde n este numar natural
nenul oarecare, exista doud dintre acestea cu proprietatea ca fie suma, fie diferenta lor este un
multiplu de 50

Gazeta Matematica

Solutie

Numarul natural n poate avea una din formele n=4k,n=4k+1,n=4k+2,n=4k+3

unde K este NUMAT NATUTAL .........c.ocoviiiiiiiiiiicieee ettt ettt a e et eve et e e eaeeaeeanens Ip
T = 497 = (50 —1)™ = Mg 4L vvvverrrrrrrnnesessssssssssisssssssssssssesssss s 1p
TH = (Mg 1) 7= Mgy 7 s 1p
7% = (Mg 1) 49 = Mg +49 oo 1p
T8 = (Mgy+1)-343= Mgy 343 1p
Cazul 1

Daca cel putin doua puteri au exponentul n de aceeasi forma, diferenta lor este
7 =T = (Mg +1) = (Mg +1) = Mg, +1- Mg, —1= M

TR =TT = (Mgg +7) = (Mg +7) = Mgy +7~Mg, =7 = Mg

4k+2 4p+2
7 -7

(M50+49)—(M50+49)= My, +49-M,,—-49=M,,
74k+3 _ 74p+3 :(M50+343)_(M50+343): Mg, +343-My; =343 =M) oo 2p

Cazul 2

Daca exponentii celor trei puteri au forme diferite, atunci numerele alese au trei din formele
7 TP 7492 743 i existd doud a ciror sumi este multiplu de 50

T LT = Mgy +14+ Mgy +49 =My +50 = My oo 1p
sau
TP TH = M+ T+ Mgy +343 =My +350 = M oo 1p

L@ ] o [ SR OPR PRSP 1p
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVl-a, 25 martie 2023

Clasaa Vl-a

Problema 1.
a) Si se determine numerele prime a si b pentru care 2023+a = (9b)2 .

b) Existd numere naturale X si y pentru care 2023 = y? + 2023 ? Justificati!

Problema 2.

T : : ) 1 1
a) Aratati ca pentru orice numere naturale nenule n si Kk are loc relatia: ( k) = X
n(n+

... .1 1 1 1 1
b) Ardtaticd —+—+—+.+————— <=,
4 28 70 2020-2023 3

c) Fie N :%+i+i+

ot ———— este patrat perfect.
15 35 2021-2023

. Aratati ca numarul

Problema 3.
Fie triunghiul ascutitunghic ABC, iar M mijlocul laturii AB. Pe prelungirea lui MC se considera
punctul D astfel incat C €(MD). Daca <AMC =60" si AB=2CD, demonstrati ci BC = AD.

Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 2 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVI-a, 25 martie 2023

Clasaa Vl-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1.
a) Si se determine numerele prime a si b pentru care 2023+a = (9b)2 :

b) Existd numere naturale X si y pentru care 2023 = y? + 2023 ? Justificati!

Solutie:

a) Daca a este impar, atunci membrul stang este par, deci b este par si prim, adica este 2, dar nu

verifica ecuatia datd, deci a este par 1 prim, adiCad 8 =2 .......ccccceeveriiieiiienie e 2p

2023+a= (9b)2 = 2023+2=2025=45"=h =5, care este PriM........ccc.cccoeerrrrerrrrrrrrrrrrren. 2p

b) 2023" = y*+2023 < 2023 — 2023 = y* <> 2023(2023"* ~1) = y* .o 1p

0(2023% %) =u(3%%) = 7= u(2023(2023"* ~1)) = U(3-6) =8 oocvrrrrrrrr 2p

Dar un patrat perfect nu poate avea ultima cifrd 8, deci nu existad X $1Y......ccovvevviriveiiniinnennn. 2p

OFICIU ettt ettt bbbt bbbt b bbbt n s 1p

Problema 2.

ST . : : 1 1/1 1

a) Aratati ca pentru orice numere naturale nenule n si k are loc relatia: =————1.

n(n+k) kin n+k

... .11 1 1 1
b) Ardtati cd —+—+—+. 4+ ———— <~
4 28 70 2020-2023 3

. 1 1 1
c)Fie N==+—+—+..+ ———
3 15 35 2021-2023

. Aratati ca numarul este patrat perfect.

Solutie:

2) 1 _1n+k-n_1f n+k  n :EKE_LJ
n(n+k) k n(n+k) k n(n+k) n(n-l-k) U T s



Ry
MINISTERUL

.ﬁ‘{’i‘ﬂ"#ﬁ%ﬁi EDUCATIEI
1 1 1 1 1 1 1 1
St —t—t.t——— = + .ot =
b) 4 28 70 2020-2023 1.4 4.7 7-10 2020-2023
111111 1 1 1 ) 11 1 1
-ttt e < o 3p
31 4 4 77 10 2020 2023) 3\1 2023) 3
11111 1 1 1 1)1 1 1011
O N=Z | T o T T S =2l —— | =2 e, 3p
21 33 55 7 2021 2023) 2 2023 ) 2023
L 2p
N 1011
L@ ) o] 1 SO SSSSRPS 1p
Problema 3.

Fie triunghiul ascutitunghic ABC, iar M mijlocul laturii AB. Pe prelungirea lui MC se considera
punctul D astfel incat C € (MD). Daca <AMC =60" si AB=2CD, demonstrati ci BC = AD.

Gazeta Matematica

Solutie

Se considera punctul E € (MC) astfel incit ME=AM =MB=CD ..........cc.cc...c..e. 2p

Triunghiul AME este isoscel cu un unghi de 60°, rezulta ca este echilateral si atunci

LAME = <AEM =60° = <BMC = CAED =120° .......cooiiiiiei e 3p
MC =ME+EC,DE=DC+EC=MC =DE .......cccee i 2p
Se obtine cd ABMC =aAED(LU.L) = BC = AD .....ccooceiniiininicincscisccssissininins 2p

Oficiu
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Solutie alternativa:

Se construieste bisectoarea unghiului <BMC pe care se considera punctul E astfel incat

ME = MDD o 2p
<BMC =120° = «BME = <EMD = 60° = aMDE este isoscel cu un unghi de 60°, deci este
echilateral, ME =MD = DE .........cccco oottt e 2p

2aBME =CDE (LU.L.) = BE =CE,«BEM = «CED de unde se obtine cd
<BEC = «BEM + <MED —«CED = «<MED = 60°si atunci aBCE este echilateral, de unde

BE = CE = BC (1)t iiitieieieieie sttt ettt bbbttt bbb 2p
ABME =a AMD (LU.L.) = BE = AD (2)....coiiiiiiiiciiiie 2p
Din (1) s1(2) se obtine BC = AD .....ooiiiiiiii 1p

(@) o] 11 OSSPSR 1p
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVl-a, 25 martie 2023

Clasaa Vll-a

Problema 1

Aflati partea intreagd a numarului

1 1 1

A ] e o] ]

unde n este un numar natural nenul. Am notat [X] partea intreagd a numarului X.

Problema 2
Demonstrati inegalitatea

2022 Y%
J3073 < 2 (10111

2022!
Unde pentru orice numar natural nenul n, notam n!=1.2.3-...-n.

Problema 3
Fie ABCD dreptunghi si punctele E e(BC), Fe (CD), astfel incat «BAE = <EAF .
Demonstrati ca AF = DF + BE daca si numai daca dreptunghiul e patrat.

Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVI-a, 25 martie 2023

Clasaa Vll-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1

Aflati partea intreaga a numarului
1

CTE] ] i) e ]

unde n este un numar natural nenul. Am notat [X] partea intreaga a numarului X.

Solutie

Observam ci [1\5]:[1 12+1M2\/§]=[2 2% 4 Msf] [3 3, } ............... Ip

Pentru orice numar natural nenul n avem n“<n4+n2<(n2+1)2 si nvn2 +1 =/n* +n?

de unde deducem [n\/n2 +1J 1 e, 2p
. 1 1 1 1

Rescriem A=1_2+?+3_2+"'+F:> AL el LD

Pentru n>1 avem l+i+i+...+i<l i 1 1 1

+...+
22 3 n’ 12 23 3.4 (n=1)-n

m L = 1 —1, obtinem A< 2—1 .................................................. 3p
(k-D-k (k-1 k n
AVEM 8SA0AI 1< A < 2 i Ip
in concluzie [A]=1 pentru n>1
1 .
Pentru n=1 avem A=——==A=1 si [A]=1o e, 1p
2]

(@ ) o] 1 ST SPRP 1p
Problema 2

Demonstrati inegalitatea

2022 %
5023 < 2 (10111)

2022!
Unde pentru orice numar natural nenul n , notam n!=1.2.3..

Solutie

Folosim inegalitatea mediilor/a-b < aT+b pentru numerele a,b pozitive, diferite............. 2p
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Astfel obtinem +/1-3 < % =2

V35 <3L25=4
5.7 <¥:6

Inmultim relatiile si obtinem

J1.3%.5%....20212 2023 < 2-4-6.-...- 2022
©1-3:5:...-2021:7/2023 < 2:4-6+...- 2022 ... 3p

Inmultim relatia obtinuta cu 2:4-6-...-2022 si rezulta
2022!

202212023 _ (2:4-6-...-2022)° o Jo055 < L2:2:2:3:2. .-1011-2)?

2022! 2022! 2022!
ODBLINEM CONCIUZIA. ...ttt ne s 2p
(@ ) o] 1 PSPPSR 1p
Problema 3

Fie ABCD dreptunghi si punctele E e(BC) , Fe (CD) , astfel incat «BAE = «<EAF .
Demonstrati ca AF = DF + BE daca si numai daca dreptunghiul e patrat.

Gazeta Matematica

Solutie
G D F C
E
A B
Fie G e CD astfel TNCat BE = DG ......coooiiiece e 1p
notez
Fie «<BAE =<EAF = X= <DFA=2X= <DAF =90  —2X .ceccoevsrieriririesie e sie e 1p

"= "Presupun ca AF = DF + BE si demonstrez ca ABCD este patrat



ZIL

~7 e
Cum BE =DG = AF =DF + DG = AF =GF

= AFG este isoscel = <FAG = <FGA

Dar «<DFA =2x = <FAG = <FGA:% =90" —x

«DAF =90° —2x = «DAG = (90° - x)—(90° —2x) =X

AGDA, <D =90°, AABE, «B =90’
BE = DG

_CY. s AGDA=AABE = AB = AD
<BAE = «<DAG

= ABCD patrat

“<" Presupun ca ABCD este patrat si demonstram ca AF = DF + BE

ABCD patrat = AB=CD, cum BE = DG = AABE = AADG = «DAG = «BAE =X

Tn AGFA, «G =180° — (2x+90° —x) =90° — x

XFAG =90° —2x + x =90° — x = <FAG = <FGA = AAFG este isoscel
Tn concluzie AF =GF = AF = DF +GD cum BE = DF = AF = DF +BE
Oficiu




CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVl-a, 25 martie 2023

Clasaa Vlll-a

Problema 1

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

JIx=1+/|x—2023) = 2022

Problema 2

Se considera cubul ABCDA'B'C'D". Fie M mijlocul lui AB, N mijlocul lui AD, iar O centrul fetei
ADD'A".

a) Demonstrati ca dreapta C'O este perpendiculara pe planul (A'MD).
b) Calculati tangenta unghiului format de planele (C'MN) si (C'CD).

Gazeta Matematica

Problema 3

Sa se demonstreze inegalitdtile:

2 . . .
a) (x+ y+ z) < 3(x2 +y 4+ zz) oricare ar fi numerele reale x, y si z.

b) a+3b+5¢c+~/5a+b+3c++/3a+5b+c <343, oricare ar fi numerele reale pozitive
a,b,ccua+b+c=1.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVI-a, 25 martie 2023

Clasaa Vlll-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

JIx=1+/|]x—2023) = 2022

Solutie

Notez [x—=a si |[x-2023=b, unde a,b>0

ecuatia se scric a+b= N Y 2p
Se obtine a® +2ab +b* =2022 si a®+b® =2022-2ab <2022.......ccccceevvverererereierneeereens 2p
dar a® +b* =|x—1]+|x— 2023 =|x 1|+ |-x + 2023| > |[x —1— X + 2023| = 2022.............cr000rc.... 2p
din cele doui relatii avem 2022 <a® +b? <2022 =>a* +0b% =2022......cccceevervevireerererennn, 1p
cum a®+2ab+b? =2022 vom avea 2ab =0 si de aici deducem a=0 sau b=0............... 1p
Se obtine solutia X € {1,2023} .........c.ccoouuiiiriiiriieriesi s 1p
OFTCIUL 1ttt bbb bbb b e bbbt h et b e bt 1p
Problema 2

Se considera cubul ABCDA'B'C'D". Fie M mijlocul lui AB, N mijlocul lui AD, iar O centrul
fetei ADD'A'.

a) Demonstrati ca dreapta C'O este perpendiculara pe planul (A' MD) .

b) Calculati tangenta unghiului format de planele (C ' MN) i (C 'CD) :

Gazeta Matematica
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Solutie
D’ o
A’ i B’ D’ Cl
Z 7
o i O G\/E
:12____ I Y A .C
- ”’ A @ B
A = M B
a) C'D'J_(ADA'),D'OJ_A'D sidinT3L avem C'O L A'D (D)vvvvvecieiieecieeien, 1p

ABC'D' dreptunghi, OC'nBD'= {T}

1 1 1 LUL
DO _DC 1 0D'C' ~aD'C'Batunci £D'C'O = £D'BC oo 1p
D'C' BC' 2

In triunghiul D'C'T

£D'TC'=180"-xD'C'T —XTD'C'=180"-4XBD'C'-4XD'BC"'=90".......ccc0verrrrrrnn. 1p
Astfel avem C'O L BD', OM este linie mijlocie in triunghiul ABD' si OM || BD'
atunci C'O LOM (2)

Din relatiile (1) si (2), cum OM,A'D = (MA'D),vomavea C'O L(A'MD).............. 2p

Cl

Sl

b) MN A DC = {P} si planul (C'MN)=(C'MP)
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MQ L(DCC'), Qe DC, QR L PC" sidin T3 L avem MR L PC".cccccooeevimiiirriiririirnn 1p

(MPC")n(CPC")=PC', MR L PC',QR L PC" si unghiul format de cele doua plane este

041210 YOO 1p

aPRQ ~aPCC"'(U.U.) si daca se noteaza muchia cubului cu a se obtine RQ = 28 1
J13

In triunghiul MRQ dreptunghic, cu £Q =90°, tg£MRQ = '\Ff—g = @ ........................... 1p

OFTCIUL ettt bbbttt b et 1p

Problema 3

Sa se demonstreze inegalitdtile:

a) (X+ y+ Z)Z < 3(X2 +yi 4 Zz) oricare ar fi numerele reale x, y §i z.

b) a+3b+5c+~/5a+b+3c++/3a+5b+c <33, oricare ar fi numerele reale pozitive a,
b,ccua+b+c=1.

Solutie

a) Dupa efectuarea calculelor, inegalitatea se scrie

X2 Y2 2% 2XY A+ 2XZ 4 2YZ S BX% 4+ 3Y7 4327 e 1p

2x2+2y2+222—2xy—2xz—2yz20c>(x—y)2+(y—z)2+(z—x)220 ............................. 2p
b) Notaim x=+a+3b+5c, y=+/Ba+b+3c, z=~B3a+5b+c

folosim inegalitatea de 1a PUNCLUL @).........coveiiiiieiiee e 1p

(\/a+3b+5c+\/5a+b+3c +\/3a+5b+c)2 33((Ja+3b+50)2+(J5a+b+3c)2+(\/3a+5b+c)2)

(Ja+3b+5c +\/5a+b+3c+«/3a+5b+c:)2 <3(a+3b+5c+5a+b+3c+3a+5b+c)

....... 1p
(Ja+3b+50+J5a+b+3c +\/3a+5b+c)2§3-9(a+b+c) ................................................ 1p
Dar a+b+c=1 sirezulta
(\/a+3b+50 +~/5a+b+3c +\/3a+5b+c)2£27 ................................................................. 1p
\/(Ja+3b+50 +\/5a+b+3c+\/3a+5b+c)2 <27
si inegalitatea este deMONSIIALA. .........ccoviierierieri e 1p
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVI-a, 25 martie 2023

Clasa a IX-a

Problema 1

X2+ f(x)f(y)

f(x+y)

Determinati functiile f :N"— N cu proprietatea ca

=f(x)+f(y)-y, pentru

orice X,y e N",
Traian Tamdian, Carei, G.M. 12/2022

Problema 2

Pe laturile patrulaterului ABCD se considera punctele M € (AB), N €(BC), P «(CD),

Q <(DA). Senoteazi cu G,, G,, G,,G, centrele de greutate ale triunghiurilor QAM , MBN ,
NCP , respectiv PDQ, iar cu H, si H, ortocentrele triunghiurilor ABD si CBD .

a) Sa se arate ca patrulaterul ABCD este paralelogram daca si numai daca G,G,G,G, este

paralelogram.
b) Dacd m(<«ABC)=m(<ADC)=90°, si se arate ca dreptele AH,, CH, si BD sunt concurente

intr-un punct.
Nicolae Papacu, Slobozia

Problema 3

Fie numerele a,b,c (0,).
a b c
b+c+«/§+c+a+\/a+a+b+\/_21'
b+c+\/7 c+a+ﬁ a+b++ab _9

- g a C
a) Daca a<b<c sise arate ca
b c 2 c a

a) Sa se arate ca

Nicolae Papacu, Slobozia

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVI-a, 25 martie 2023

Clasaa IX-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1
x>+ f(x)f(y)
f(x+ y)

Determinati functiile T :N* — N" cu proprietatea ca

= f(x)+ f(y)-y, pentru

orice x,y e N*,
Solutie

x>+ f(x) f(y)

Avem relatia:

=f(x)+f(y)-y @

f(x+y)
In@) x=y=1= 1+ff(22()1) =2f(1)-1,deunde f(2)= ; (1‘12)(_11:_“ f(lz)]g Il()lzer)' N o)

Cum (f(1),2f (1)-1)=1si f(2)eN", rezultd ca (2f (1)-1)|( f (1)+2), de unde
(2 (1)-1)[2( f (1)+2). Rezulta ca (2 (1)-1)|5, deci 2f (1)-1<{1,5}, adica f (1)< {1,3}....3p

2 2
n@ y=1= X +f(x)f(1): f(x)+f(1)-1,deunde f(x+1)= X +f(x)f(1).
f(x+1) f(x)+f(1)-1
2 2
pentru f (1) =1, avem T (x+1) =) X1 prin inductie se obtine  (x)=x,
f) (¥
X E N e e ——————— 3p
2
Pentru f (1)=3, avem f(x+1)=x +31(x) Atunci f(2)—1+3f(1)=2,iar
(x)+2 f(1)+

4+3f(2) 10 5
() f(2)+2 4 2 P
In concluzie singura functie care verifici relatia din enunt este f :N* — N, f (X)= X, VxeN",

Problema 2
Pe laturile patrulaterului ABCD se considerd punctele M < (AB), N € (BC), P (CD),

Q e (DA). Se noteazi cu G,, G,, G,,G, centrele de greutate ale triunghiurilor QAM , MBN ,
NCP , respectiv PDQ, iar cu H, si H, ortocentrele triunghiurilor ABD si CBD .

a) Sa se arate ca patrulaterul ABCD este paralelogram daca si numai daca G,G,G,G, este
paralelogram.
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s" iy
b) Daca m(<ABC)=m(<xADC)=90°, sd se arate ca dreptele AH,, CH, si BD sunt concurente
intr-un punct.

Solutie
a) In rezolvare vom folosi vectorii de pozitie. Se cunoaste ci ABCD paralelogram daci si numai
dacad ry+r,=rg+ry,. (N4l =r+ry S I —Ip =l —r, < DC=AB) ..o Ip

Folosind formula vectorului de pozitie al centrului de greutate al unui triunghi, avem

Brg, =My +Ty+ Ty, 3, =T+, +1 siatunci

3(rGl+r63):rA+rC+rM Sl (V1 ol ARl P

Analog 3(rGZ +r64): Mgt 1oy HI Tl o o 2D

AWNCT T +Tg =Ty +T;, < T, +I, =l +1y, deci ABCD paralelogram < G,G,G,G, este

[OF =1 [=] (oo =V PSPPSR 2p
b) Solutia vectoriala.

Din m(<ABC)=m(<ADC) =90, rezulta ca patrulaterul ABCD este inscriptibil iar O centrul

cercului circumscris este mijlocul lui (AC). Folosind relatia lui Sylvester pentru triunghiul CBD,

avem OH, = OB +OC +OD . Fie E este mijlocul lui (BD), atunci avem ﬁz%(@#@) si

deCi OH, = OC +2-0F . .....cooocoieeeeeeeeeeeseeeseeeese st es s anee e 2p
Cum AO=0C, avem A—I—|2:A—O+O—H2:2(A—O+(ﬁ):2-ﬁ,deci punctele A E,H, sunt
coliniare i deci AH, "NBD ={E}. ........cccooiiiiiiiiiiiiiiiiseinsn e D
Tn mod analog CH, "BD = {E}, deci cele trei drepte sunt concurente in punctul E ............... 1p

Solutia sintetica.
Cum BH, LCD, AD LCD = BH, ||AD, DH, L BC, AB L BC = DH, || AB, deci patrulaterul

ABH,D este paralelogram. Atunci mijloacele diagonalelor coincid, deci AH, "\BD ={E} E
fiind mijlocul lui (BD) si (AH,)

Cum BH, L AD,CD L AD = BH, ||CD, DH, L AB, BC L AB = DH, || BC, deci patrulaterul
CBH,D este paralelogram. Atunci mijloacele diagonalelor coincid, deci CH, "BD ={E} E fiind
mijlocul lui (BD) si (CH, ). Asadar BD M AH, "CH, = {E}

Problema 3
Fie numerele a,b,c (0,).
a b c
b+c+«/§+c+a+\/a+a+b+\/£21'
_b+c+vbc c+a++fca a+b++ab _9(a c
" + + s-(—+—).

a) Daca a<b<c sase arate ca
b c 2\c a

a) Sa se arate ca

Solutie.



2
a) Folosind inegalitatea mediilor (\/E < b—erC), avem a 22 = N 1p

>
b+c++bc  3(b+c) 3(ab+ac)

Folosind inegalitatea Bergstrom, avem

a 2a? 2(Ya) 23 a?+4Yab 2
Z—b+c+\/EZZ3(ab+ac) 2 3Z(ab+ac) = GZab . Deoarece Za ZZab, avem

a 2> ab+4> ab
> = L e 3
Zb+c+\/bc 6> ab P

N, 3(b
b) Folosind inegalitatea mediilor, avem ZM <> (b+c) = 22(%+9) Demonstrim
a

2a a
_ _ a’-bc)(c-b
i 8.0 8 ppma boc ajoob oob (a-bo)(eD) o
b a a c a a c bc a abc
adevarata pentruca a<b<c.
......................................................................................................... 3p
_a c(b-a ab—c?)(b-a
Analog —+—£E a b a_ ( ) ( )( )SO,adeVératépentrucé a<b<c.
c a ¢ c ab abc

Deci ZMsg(§+Ej .................................................................................................... 2p

a 2\c a



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVl-a, 25 martie 2023

Clasa a X-a

Problema 1.
Fie z,veC cu proprictatea ca |Z+V|=|ZV+1|. Aratati ca |Z+1|-|V+1|S2 sau

‘zv+2(z+v)+1‘23.

Traian Tamdian, Carei, G.M. 12/2022

Problema 2.

Fie p un numir intreg si functia f :Z — Z cu proprietatea cd 2 f ( f(x))-(2p+1) f (x)+ px=0,
pentru orice numar Intreg X.
a) Sa se arate ca functia f este injectivad daca si numai dacd p e Z"
b) Determinati functia f .
Margarit Marian, Slobozia

Problema 3.

Fie numerele a,b,c € (0,). S se arate ca este adevaratd inegalitatea

1+2a—3€/§+1+2b—3§/£+1+2c—33/£>O
a+2(b+c) b+2(a+c) c+2(a+b)

Nicolae Papacu, Slobozia

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVI-a, 25 martie 2023

Clasa a X-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1.

Fie z,veC cu proprietatea ca |Z+V|=|ZV+1|. Aratati  ca |Z+1|~|V+1|SZ sau

‘zv+2(z+v)+1‘23.

Gazeta Matematica
Solutie

Fiea=z+vsi b=zv+1.

Avem |z+1]-v+1 =|zv+ z+v+1=[a+b| si [2v+2(2+V)+1=[0+28] oo 1p

in planul complex xOy, fie P(a),Q(b) si a:m(POQ).

(2a+b)

Daca o =0, atunci a=b=z+v=2zv+1=(z-1)(v-1)=0=2z=1sau v=1.

Daci z =1, trebuie s3 ardtdm ca [z +1)-[v+1 < 2 sau ‘zv+2(z+v)+]423<:>|v+l|sl sau v+1]>1,

ceea ce este adevarat. Analog Pentril V=1........cccciiiiiiiiiiii e 1p
Daca a¢=rm,atunci a=-b=z+v=-zv-1=2z=-1sau v=-1.

Dacd z=-1sau v=—1,atunci [Z+1-V+1=0<2 oo 1p
Dacd a €(0,7), fie R(a+b),T(2a) si S(2a+b). Avem ci |a|=|b|=r.

Presupunem ca [a+b|> 2 si demonstrdm ci |b+2a|>3.



I'\.f&:\.l.‘lcuh-.?ﬁf
o OP + PR >OR
OPRQ este romb si din AOPR, =2r>2=r>1 (1) . 2p
OR=|a+b|>2

. . . s a
Din teorema cosinusului, avem ¢ OR? = 2r® +2r” cosar = 2r* (1+ cos ) = 4r cos’ > =3

(94
OR =2rcos—
:rcos%>1 (2) e 2p

OR>2

. . . A . o (04
Din teorema cosinusului in aOTS , obtinem cd OS? =r*+4r*(1+cosa ) = OS? =r? +8r cos* —

si, tinand cont de relatiile (1) si (2), obtinem ci OS*>9=0S >3 = |b + 2a| > 3 si problema este

L1 Te] 1 1S3 F2 - S 2p
OFICIU ettt bbb bt b st b R bt bt n bbb 1p
Problema 2.

Fie p un numadr intreg si functia f:7.— 7. cu proprietatea ca 2 f ( f (X))—(Z p+1) f(x)+px=0
, pentru orice numar intreg X.

a) Sa se arate ca functia T este injectiva daca si numai daca peZ’

b) Determinati functia f .

Solutie

a) peZ = f injectiva.

Fie x,,x, €Z cu f(x)="f(x,). Atunci f(f(x))="f(f(x,)) sicum

2f (f (Xk))—(2p+1) f(x)+px =0,k =1,2, rezultd px, = pX,, deci X, =X, si prin urmare f
] 1 |11 2 TP PPRPPPPPIN) o
f injectivi= peZ’.

Presupunem prin absurd c¢d p = 0. Atunci relatia din enunt devine 2f (f (x))—f (x)=0,

Notandcu f = fo fo...of se demonstreaza prin inductie matematica dupa ne N” ca
[N —
nori

2" (f,(x))=f(x), ¥xeZ. (2" (£, (x))=2-2F (£, (F(x)))=2f(f(x))=f(x))

Rezultd atunci ca 2"|f (x), pentru orice ne N"si x e Z. De aici, avem ca f (x)=0, deci f nu

este injectiva, ceea ce este 0 CONLIAdICHE. .......cocoveriiiiieeriiiieririe e et ee e eeeeaeeneeeenen 2D

b) Relatia din enunt se mai scrie 2( f (f (X))— pf (X)) = f (X)— pX, VXeZ.

Fie functia g(x)= f (x)— px. Atunci relatia de mai nainte se scrie sub forma 29 ( f (X)) =g(x),

VXeZ.

Notand cu f, = fofo...of, sedemonstreaza prin inductie ca 2"g/( f, (x))=g(x), pentru orice
—_—

nori

neN", unde xeZ. (2"+1g(fk+1(x)):2-2kg(fk(f (x))):Zg(f(x))=g(x)). ............ 3p

Rezultd atunci ca 2"|g(x), pentru orice ne N"si x e Z. De aici, avem ca g(x)=0, VxeZ si

atunci functia este f(X)= PX. ...oooiiiiiii e 2D
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Problema 3

Fie numerele a,b,c €(0,). Sa se arate ca este adevaratd inegalitatea

1+2a— 3\5 1+2b— 3JT: 1+2c— 3(

>0.
a+2(b+c) b+2(a+c) c+2(a+b)

Solutie

Folosind inegalitatea mediilor (E/E =31-b-c<

— 3 — —
1+b+c),avem 1+2a &/EZ 2a—b-c i
a+2(b+c) a+2(b+c)
analoagele. ...... e e 2P

1+2a— BJ_ 2a—-b-c 5 a 3
D S= > =5 =2l a e 2
eci avem Z a+2(b+c) Za+2(b+c Z(a+2 (b+c) ] 223+2(b+c) 2

Cum E = Z

a . ] )
= , folosind inegalitatea Bergstrom (Titu), avem
a+2(b+c) Zaz+2(ab+ac) 9 J (Titu)

2
ey 22 g (>.a) _Ya’+2) ab At 8_5 da’+2) ab 3

a2+2(ab+ac)_2(a +2( ab+ac) >a’+4) ab’ 2 >a’+4>ab 2

22 a’?> 22 ab < Z a— b)2 >0, evident adevirata.

1+2a—3%bc

Deci >0, egalitate pentru a=b=c=1. .....cccccciiiiiiiiiiieeeiieiee e 3
2 2bro) a+2(b+c) : P P
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVl-a, 25 martie 2023

Clasa a XlI-a

Problema 1

,/1+x —4/1—
Fie sirul (x,)  cu x, €(0,1) si x,, , pentru orice n>1. Aritati ca sirul

- . . . . X
este descrescator si studiati convergenta sirurilor (yn ),y §i(2,),, unde y, =—2 7 =2"-x,
N N X

n

pentru orice n>1.

lon Ciudin, Botosani G. M. 12/2022

Problema 2

2023

Fie matricele A,BeM, (R)—-{O,} astfel incat (A+ B)™ = (A-B)
TrA=TrB=Tr(AB)=0 si det A+detB=0.

=0,. Sa se arate ca

Nicolae Papacu, Slobozia

Problema 3

Sa se determine functiile continue f :R — R care verifica relatia
f(f(x))+2022f (x)=2023x+ 2024, pentru orice numdr real X.

Rica Zamfir, Bucuresti

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVlI-a, 25 martie 2023

Clasa a XlI-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1

w/1+x —4/1—
Fie sirul (x,) , cu x €(0,1) si X, , pentru orice n>1. Aratati ca sirul este

. . o . . X
descrescator si studiati convergenta sirurilor (yn )nzl Si (Zn)nzl’ unde y, = X“—*l, z,=2"-X,,

n
pentru orice n>1.
Solutie

Evident x,,v,,2, >0, VneN". Avem X, _ VX —yIEX X,
2 w/1+x +1-x,

X),(,:l _ ox 41-\/1— " < \/141_ ” <1, deci sirul (x,) , este descrescitor si X, €(0,%)<(0,1).

31 atunci

...3p

X . : : §
Avem y =1 = <1siatunci y, €(0,1). Cumsirul (x,)  este descrescator,
X, \/1+ X, +\/1 X, >

. 1 g o <
atunci sirul y° = 7 eoste descrescator, deci si sirul (yn )n>l este descrescdtor. Cum
2+2,1-x )
n

Y, €(0,1), rezulta ca sirul (y,)  €Ste CONVErgeNt. .........ccccoemvivecinenvniiieeeeeeeieinnn . 2P

1+Xx —41-X
Cum x, €(0,1), atunci existd t, (O%) astfel incat x, = cost . Relatia X, = ViHX, . N

t t,
J1+cost, —/1-cost, */ECOSE_‘/ES'HE (tn ﬂj .
s = =cos| L+~ | si cum

devine cost,,, =
2 2

t
t.1 t2” %e (Q%j, rezultica t, :E”+%, n>1. Avem 2"t  =2".t +2"™ % Rezulta ca
- n-1 n-1__
(2%t -2t )= sz“ = deci 2"-t,—2-t, = 4- 2 L7 e unde
o s 2-1 4
(= b +7r-2n_1 1 =z —Zti_ﬂ. -2p
n 2n—l on 2 2"



Avem x, = cost, = C0s LA el I _—nZtl
2 2"
sin ”_nZtl
Imediat limz, = lim ) (m—2t))=n—-2t, €(0,x), decisirul (z,) , este convergent.
2n
......................................................................................................................................... 2p
[0 107 1 TP Ip

Problema 2

2023

Fie matricele A,BeM,(R)—{O,} astfel incat (A+B)™” =(A-B)"™ =0,. Sa se arate cd

TrA=TrB=Tr(AB)=0 si det A+detB=0.

Solutie
Lemi.(rezultat cunoscut) Dacd pentru C e M, (R) si neN,n>2,avem C" =0,, atunci

C?=0,

Demonstratie. Din C" =0, rezultd detC =0 si atunci folosind relatia Cayley Hamilton, avem

C?=(TrC)C . Imediat prin inductie C" :(TI‘C)H_1 -C . Tinand contca C"=0,, C =0, din

c" =(TrC)H-C ,rezultd cd TrC =0 sideci C? =0, . ...ovvereiieieiieeeeeeeee et 2p
Folosind lema, avem (A+B)’ =(A-B)" =0,, de unde A’+B*=AB+BA=0,.

Din AB+BA=0,, avem Tr(AB+BA)=Tr(AB)+Tr(BA)=0 si cum Tr(AB)=Tr(BA),

obtinem Tr(AB)=Tr(BA)=0. ... 2]

Din (A+ B)2 =(A- B)2 =0,, obtinem det(A+B)=det(A—B)=0. Folosind relatia cunoscuta

det(A+B)+det(A—B)=2(det A+detB), obtinem det A+detB=0.......cccccceeeeeeee 2

Folosind formula Cayley Hamilton, avem A*+B® =TrA-A+TrB-B —(det A+detB)1,. Deoarece

A’ +B*=0, si det A+detB=0,avem TrA-A+TrB-B=0,.

Rezultd TrA=TrB =0. (Daca spre exemplu TrB =0, avem B = —%- Asidin A*+B*=0,,
r

obtinem (Tr2A+TrZB)A2 =0,. Deoarece (Tr2A+TrZB)¢ 0 (TrB #0) avem A’ =0,. Imediat
det A=0 si atunci O, = A*=TrA- A, Deoarece A=O0,, rezultdi TrA=0. Imediat din

TrA-A+TrB-B=0,, avem TrB = 0. Contradictie). .........ccovvvvniviiniiniiiiiinc e3P
Problema 3

Sa se determine functiile continue f :R — R care verifica relatia
f ( f (X)) +2022 f (x) =2023x + 2024, pentru orice numar real X.
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Solutie
Aratim mai intai ca functia f nu are puncte fixe. Intr-adevar daca exista acR cu f (a)=a,
gasim a-+2022a =2023a+ 2024, absurd. . SRS SURPPPEURIRE § o)

Deoarece f este continud si nu are puncte ﬁxe obtmem ci f( )— X are semn constant pe R .
Dacd am avea f(X)<x, VxeR, atunci f(f(x))< f(x)<x, deci

2023x+2024 = f (f(x))+2022f (x) < 2023x, absurd.

Asadar f(X)>X, VXER . ...ttt e 2
Relatia din enunt mai poate fi scrisa f ( f (x))— f (x)—-1=-2023( f (x)—x—1). Daci inlocuim pe
x cu f(x), apoi in noua relatie inlocuim iardsi pe x cu f (x), s.a.m.d., dupa n pasi gasim

fo (X)— £, (X)—1=-2023(f,(x)— f,,(x)—1), unde am notat f, = fofo...of. ... .2p

| S —
nori

Pentru x fixat, fie a, = f, (x)— f,, (x)—1. Atunci a,,, =—-2023a,, de unde a, =(—2023)”_1

Pentruorice ne N",avem f > f ,deci @, >—1. .......cooiiiiicirnee 22D

n+l

Pentru n par, din a, =-2023""a, > -1, avem a, < lar pentru n impar, obtinem

3n1’

a > - . Asadar a, € (— j pentru orice ne N", de unde a, =0.

2023"" 2023 2023
TN CONCIUZIE T (X)=X4L. oiiiiiiiiiiiiiiieriseeeeeseseiessi s s ee e e 2D
(@ ] o3 13 PSP Ip



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA

Problema 1

,GHEORGHE MIHOC”

EDITIA a XXVl-a, 25 martie 2023

Clasa a Xll-a

Fie M =(0,0). Determinati numerele reale a>0 pentru care exista functiile f:M —M si

g:M — R astfel incat (M \{a},) s fie grup, unde xoy = f (x)g(y) pentru orice X,y e M .

Romanta Ghita si loan Ghitd, Blaj,G. M.1/2023

unde a,b>0, a,b=1.

Problema 2

1 2X

a—”+1

Calculati | = Iﬁdx

sa'+b
Problema 3

3
. . n n

Calculati !]!I]O ! \/( x+2) +(

Toate subiectele sunt obligatorii.

Timp de lucru 3 ore.

6-x)"dx

Fiecare problema este notata cu 10 puncte.

Popescu Marcel

Popescu Marcel



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVl-a, 25 martie 2023

Clasa a Xll-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1

Fie M :(0,00). Determinati numerele reale a>0 pentru care exista functiile f:M — M gi

g:M — R astfel incat (M \{a},o) sd fie grup, unde Xoy = f (x)g(y) pentru orice x,y e M .

Gazeta Matematica

Solutie

Xoa =X,Vxe(0,0)\{a} = f(x)g(“) =x= f(x)

Notim =~ giavem f(X)= X", U R oo 2p
9(a)

aox=x¥xe(0,0)\{al = f («)" =x=g(x)In f (a)=Inx=g(x)=

Notam v =

siavem g(X)=VINX, VER ... 2p
Inf(a

_ yuwiny

Legea devine Xoy = f (X)g(y) :(X”) =X e

uvinxIny

1
wina

Xoa =X=X X I UVIN G S Lm0 @ = €W oo 1p
uvinz 2yl
(Xo y)oZ:XUVInon:(XUW”)’) :X(UV) nylnz

2
winz uvinywinz (w)“Inylnz

Xo(yoz)=xoy"" =x R ettt 1p
deci legea este asociativa.
vxe(0,0)\{a}, 3x €(0,0)\{a} cu xox =x ox=a

Y ;
X e = v Inx InX = = InX In x = c=>x=1 si X =e™"™ deci a=1...... 2p
uv (uv)
VX, y €(0,00)\{1} = xo y =" €(0,00)\ {1} pentruca u,v,InX,INy#0 ..coooovvrrrirrrrrrirnnn. 1p
L@ ] T [ TS USSP 1p

Problema 2
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Solutie
X=—1,0X=—0t, X=—1=t =L, X =1t ==L i 1p
ta +1 L latb‘(l+am) _ib'(1+a™)
I_I “+b‘t _Ill l jl (a‘+b‘)dt_;[laﬁ(at—4rt)t)dt .................................. 3p
a | pl
) _fa +1 jbx )dx:jax(a +1)+b*(1+a )dx
JaX ° a*(a*+b")
L(a™ +1)(a* +b" )
Jl a e ) X e 2p
21 = Ia +1x j.(ax+a‘x)dx: a _a’ )l 2p
) el
1 [ . 1) 1 1 ( 1 1 j 2 ( 1j
2l =—a" —— =—|a-——-—+a|=—-1|a-=
Ina a*Jl-1 Ina a a Ina a
de unde I:i(a—lj ........................................................................................................... 1p
Ina a
L@ ) o] 1 TS O S SSOSRPRRON 1p

Problema 3

3
Calculati IimJ'Q/(x+2)”+(6—x)”dx _

nN—o0

Solutie

n

(x+2)" +(6-x)"dx

Il
P C—
<5 __

n

Q/(x+2)n +(6—x)ndx+JjQ/(x+2)n +(6-x)"dx

I
P C—

In cea de-a doua integrala, notaim x+2=6-t,x =4—t,dx = —dt

Pentru X=2=t=2 sipentru X=3=>1t=1



2
! =2Tq/(x+2)”+(6—x)"dx=2j(6—x)n(XLZJnﬂdx ..................................................... 2p
"o . 6—X
XLZ:y ,x+2:6y—xy:>x=6y_2
6—X y+1
dx:6(y+1)_(62y_2)dy: 8 _dy
(y+1) (y+1)

Pentru x=1= yzg, pentru x=2=y=1

I=2j( _6y_2}n/yn+1. 8 4 =2j- 64 o/y" +1dy
B N A (y+1) 3(y+1)

5 5

1
=128 YT FLAY s 2p
3
Pentruye{ }:1<w/y +1<%2 deunde < 1 Yy +1< 3Q/§
y+1)  (y+1) (y+1)
1 1 1
J.—de<'|' Y 1Ay < V2| ———=dy (D)o 1p
s(y+) 3
5 5
Lo (y+1)21 1 P11 1o 9
™™ 2 By 8 1B 5 i 128
g(y+1) - g 2(y+1) g b
Relatia (1) devine acum —
128 ]28
E
1

Sicum lim¥/2 =lim2" =1, cu teorema clestelui obtinem

I Jy + dy_— de unde se obtine lim1_=128- G 1p
naoo n—w 128

5
L@ ] o [ USRI 1p
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