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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasa a Xll-a

Problema 1
j‘ 1 T
Aflati aeR, a>1, astfel incdt | ———=dx=—.
0 \Ja+2xy1- X 4
Gazeta Matematica
Problema 2

Fie (Z,,+,-) inelul claselor de resturi modulo n, n>2 si multimea

A(Zn)Z{XEZn x2—x+i=f)}.

a) Daca a e A(Zn ) , demonstrati cd a este inversabil si & =a.
b) Daca multimea A(Zn) are un singur element, aratati cd n=3.

c) Daca n este un numar prim de forma n=6k +5,k € N, atunci A(Zn) este multimea vida.

Problema 3

1 X2

49 e
Sa se arate ca — < I -
36e e

ax<in&t.
2

+1

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasa a Xll-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1
b 1 /4
Aflati acR, a>1, astfel incat [———=dx="".
0/a+2x1-x? 4
Romanta si loan Ghita, Blaj, G.M. 1/2024
Solutie
1
Fie 1 =J.;dx, Cu schimbarea de variabild x=sint (x=0=t=0, x=1=t =Z,
0 \a+2xy1- X2 2

T

cost

\/a+sm2 P

Cu schimbarea de variabild x =cost (x=0:t=%, x=1=t=0, dx=-sintdt), avem

dx =costdt ), avem | —j

0 2
—sint sint
Il = .2
;[ Ja+sin2t ! +sm2 P
2
. 2 i 2 i 2 sint —cost
Atunci 21 ==J'L+_S'ntdt=j cost +sint dt_j ( ) dt . veevereenn 2p
ova+sin2t o\/a+1 (sint—cost)’ \/a+ (sint—cost)’
. . sint—costg . 1 . 1 T .1
deci 21 =arcsin—————| =2arcsin———. Asadar | =arcsin———==—=arcsin—==a=1
Ja+l | Ja+l a+l 4 J2
. 3p
(@ 1100 1 SO PV PR PR 1p

Problema 2
Fie (Z,,+,-) inelul claselor de resturi modulo n, n>2 si multimea

A(Z,)=| -0}

a) Daca a e A(Zn ) demonstrati cd o este inversabil si o' =

b) Daca multimea A(Zn) are un singur element, aratati ca n=3.
C) Daca n este un numar prim de forma n=6k +5,k € N, atunci A(Zn) este multimea vida.
Nicolae Papacu, Slobozia
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Solutie

a) Fie a € A(Z,), atunci o® +i:(a +i)(a2 —a+i):f), adicd o® =—1 si deci «® =1, ceea ce

inseamnd o este inversabil $i @ =@ . ...ooiiiiiiii e e 2

b) Fie a € A(Z,) singurul element al lui a € A(Z,). Din &® —a+1=0, rezulta

a(i—a) = (i—a)a :i, ceea ce insemni ci @ ' =1-a . Din 0=a? —a+1=a? (i—a’l +a’2), si
a?inversabil, rezulti a?—a+1=0,deci o< A(Zn). Din unicitate, avem o™ = «, adica
i—a:a ©2a=1,deunde 2= Dar &' € A(Z,) siatunci 4-2+1=0, adica 3=0 si deci

C) Presupunem ci multlmea A(Z ) are cel putin un element si fie o € A(Z,,). Din primul

subpunct avem o® = 1.Cum n este un numar prim atunci (Zn,+, ) este corp si prin urmare

(Z’; , ) este grup comutativ cu n—1 elemente. Rezultd o™ =1 (Eventual se poate scrie direct din

6k+4 6k+4

mica teorema a lui Fermat) deci ™" =1.Cum a® =1, rezulta 1 =a®.a'=a'si

l1=a®=a®-a* =a®. Atuncidin a? —a+1=0, rezultd 1-a+1=0, deci & =2 si atunci

A

0=a’—a+1=4-2+1=3, ceeace nu este posibil in Z,_ pentru n=6k +5,k € N. Asadar

A(Z ) =D e AD
OFTCIUL 1ttt bbb bbb sttt bbb R bRttt bbb b 1p
Problema 3

1
Sésearatecéﬁéj.e dx<In—=.
36e e’ +1

Mioara Tudor, Slobozia

Solutie
: ‘e 0 oe e+l
Pentru x €[0,1], avem e* <e* si atunci f - dst' - dx:ln(ex+1)‘ =In—.....3p
0 €+ 0 € + 2

Folosind inegalitatea Cauchy Schwarz in forma integrala, avem ca:

(7] {1 ] (i)

2 2 2
2
Deoarecej e +1)dx e,avem e- .[ 1dx>[je J e e 1P
L 1 X2 X3 ! 7
Folosind inegalitatea cunoscutd €* >1+X, VxeR, avemj ezd J(l+?jdx—(x+€j :E'
0 0
.. .2p
Lo 13 %Y a9
Atunuj dx>= J'e2 >— 1p
0 €+ el s 36e



CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasa a XlI-a

Problema 1

Fie ABeM, (Z) doua matrice simetrice. Demonstrati ca exista numerele intregi a,b,c astfel
incat (AB—BA)’ =—(a’ +b* +c*)(AB-BA).

(O matrice este simetrica daca este egald cu transpusa sa)

Problema 2

Fie sirul (x,) , datprin x, =1 si x,,; =/(n+1)X, , pentru orice numar natural n>1.

a) Aratati ca X, <n-1 pentru orice n>4.

b) Calculati lim %o si lim(x,—n).

n—oo n n—o

Problema 3

Fie a,beR cua<bsi f: [a, b] — R o functie neconstantd cu proprietatea lui Darboux.
Demonstrati ca, oricare ar fi neN", n>2, existd c;,c,,C,,...,C, €[a,b] cu ¢, <¢ <¢, <...<C,,
astfel incat numerele f (c,), f(c,), f(c,)...., f(c,) sunt, in aceasta ordine, termeni consecutivi

ai unei progresii aritmetice neconstante.
Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasa a XlI-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
Problema 1

Fie ABeM, (Z) doua matrice simetrice. Demonstrafi ca exista numerele intregi a,b,cC
astfel incat (AB—BA)’ =—(a’+b’ +c’)(AB—BA).

(O matrice este simetrica daca este egald cu transpusa sa)
Rica Zamfir, Bucuresti

Solutie

Notim C=AB—-BAsicum A' = A, B'=B, avem

C'=(AB-BA) =(AB) —(BA) =B'A'~A'B'=BA-AB=-C............. 3p
Deci matricea C este antisimetrica si prin urmare a; =0, i €{1,2,3} si a; =—a;, i< j,
0O a b
i,je{1,2,3}. Notand a, =a, a;=b, ay,=c, ab,ceZ,avemC=|-a 0 c|.........1p
-b —c O
-a*-b*  —bc ac
Princalcul,avem C?=| —bc =@’ —C® =@ | ..coiiieiiiiieeeeeieeeee e 2D
ac -ab  -b*-c?
0 —a(a2+b2+cz) —b(a2+b2+c2)
si C*=|a(a”+b*+c?) 0 —c(a’+b*+¢?) |=—(a®+b*+¢*)C . o 3p
b(a2+b2+c2) c(a2+b2+c2) 0
0 a b
Observatie. Pentru matricea AB-BA=C=|-a 0 c|,cum trC=tr(AB—BA)=0,
b -c O
detC =detC' =det(—C)=—detC, adica detC =0,
. 0O ¢ [0 bl |0 a . . .
tr(A ): + + =—(a2 +b® +c2), atunci folosind formula Cayley — Hamilton
- O |-b O |-a O

C® =(trC)C* —(trC")C +(detC)l,, avem C°=—(a’+b*+¢?)C.
L0 T L PPN lp
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Problema 2

Fie girul (x,) , datprin x, =1 si X, =/(n+1)X, , pentru orice numar natural n=1.
a) Aratati ca X, <n-1 pentru orice n>4.

n—o0

b) Calculati “mF si IIm(X —n)

Marin lonescu, Pitesti
Solutie

a) Se demonstreaza prin inductie ca X, <n-1, vn>4 : X: = 48\/§ <81=3",

Xe = J(k+1) % < J(k+1)(k=1) =Vk®~1<k , K24 oo 2D

b) Se demonstreaza prin inductie cd X, >n—2, Vn>4: x; =482 >16=2%,
Xer = (K +1)%, > J(k+1)(k=2) =Vk?—k-2>k? ~dk+4 =k -2 , k> 4.

Din n—2<x, <n-1, rezulta 0 L e 2p

n—> N

Cum x, <n-1 pentru orice n>4, rezulta cd X, <n-1 pentru orice n>6.

6
Se demonstreaza prin inductie cd X, >N— 1—— vn>6:

X, —\/6\/5 Jaa 2 —\/6\/5 232 5610 > B3> 4- 5——

e =(k+1)x, = (k+1)[ k—1-= |=k*-1- 6(k+l)=k2—7—§2k2—8.Arétémcé
e k k k

12k 36 4k -8 S 36

2
k2—82(k—ij < k?-8>k?- + = > =
k+1 K+l (k+1) k+1 (k+1)

+

=S k—221<:>(k—2)(k+1)29,adevératépentru ca (k—2)(k+1)=4-7>9, pentru k >6.

k+1
Deci x,,, >k - 6 et snesneenn o oo B
’ k+1’
Asadar n—l—ESXn <n-1, adica 1-8< X, —n<-1 siatunci lim(x,-n)=-1.......... 1p
n n n—oo

Problema 3

Fiea,beR cua<b si f :[a, b] — R o functie neconstanta cu proprietatea lui Darboux.
Demonstrati cd, oricare ar fi neN", n>2, exista c,,c,,C,,...,C, e[a,b] CU C, <C <C,<...<C,,
astfel incat numerele f (CO), f (cl), f (CZ),..., f (Cn) sunt, in aceastd ordine, termeni consecutivi

ai unei progresii aritmetice neconstante.
Dan Stefan Marinescu, Hunedoara, G.M. 12/2023
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Solutie
Fie neN", n>2. Cum functia f nu este constant, atunci existd X,y €[a,b], x =y astfel incat

f(x)= f(y). Notim ¢y =min(X,y) §i €, =MaX(X,¥). --ccoceorrrimmimrreiiriierieniene e 1P

Fie r=w si numerele 4, = f (c,)+k-r, ke{1,2,3...,n-1}.

Se constatd usor cd numerele f (c,),4,4,,..., 4,4, f(C,) sunt in progresie aritmetica cu ratia

r .. 3p
n

Deoarece A, se aflaintre f(c,) si f(c,) si f are proprietatea Darboux (PD), atunci exista

c, e(c,.c,) astfel incat f(c )=4,. ettt e e e eeennens 2

Cum numarul 4, se afld intre 4 = f (Cl) §i f(c,) si f arePD, atunci exista c, €(c,,c,) astfel
incat f(C,)=A, . cooeieiiii, 1p

Inductiv, ajungem ca numarul A, se aflaintre 4_, = f(c,,) si f(c,) sicum f are PD, atunci
exista ¢, , €(c,_,,c,) astfel incat f(c, _,)=4,,.

Numerele aflate astfel, c,,c,,C,,...,C, au proprietatea din enuntul problemei. ............ ......2p
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasa a X-a
Problema 1.
Pentru un numar natural nenul p, notam a, =1.2*.3.....p° si S, =1+2+...+ p. Si se arate ca
Sz’a 53, Sn a
1+ 22 + 26\3 S+t TR n > =1, unde n este un numadr natural nenul.
1+2° 1+2°+3 1+2°+3°+...+n

([a] reprezinta partea intreagd a numarului real a.)

Problema 2.

Fie ecuatia 2% =4x% cu xeR.
a) Rezolvati ecuatia in multimea (0,00).

. . D . T .1
b) Aratati ca ecuatia are o solutie unica pe intervalul (—oo, O) si precizati un interval de lungime 2

in care se afld aceasta solutie.

Problema 3.

Fie f :R > R o functie cu proprietatile:
i) f(x+y)+f(x—y)=2f(x)f(y),oricarearfi x,yeR;
ii) Existd un cel mai mic numdr strict pozitiv a, cu proprietatea ca f (a)=max f >0, unde max f
reprezintd valoarea maxima a functiei f .
Ardtati cd f este o functie periodica cu perioada a.

Dati exemplu de o functie care verifica proprietéatile 1) si ii).
Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.



CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVlIl-a, 23 martie 2024

Clasa a X-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1.
Pentru un numdr natural nenul P, notam a, =1.2%.3.....p° si s,=1+2+...+p. Sa
’ 3’ Sp a
se arate ca |1+ % n =1, unde n este un numar natural

1+22 1+22+32 ' 1+22+32+...+n2

nenul.
([a] reprezintd partea intreagd a numdrului real a.)

Dorin Marghidanu, Corabia
Solutie

Evident pentru n=1, raspunsul este 1. ..........ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 1P

Pentru n> 2, folosind inegalitatea mediilor pentru s, :p(pTJrl) numere, avem
s\p/a=5\P/1-(2-2)-(3-3~3)o...-(p- pp) <1+(2+2)+(3+3+3)S+...+(p+ p+...+ p), adica
p
2 2 2

Sp

Spa
Asadar > \/;) > <l=—, rezulta atunci ca

142°+3+...+p® s, p(p+1)

S (sﬂ):zi[i_ijzz@_i)d, ......................... 3

S1+2°+3F +... 4P ~lp p+l n+1
Sela S 3 Sa
Cum 1+Z - \/;) > >1, rezultd ca | 1+ ~— \/,;Z =+ — = =1,
214+2°+3 4.+ p? 1+2 1+2 +3 1+2 +3°+...+n
pentru n> 2, rezultat care ramane valabil si pentru n=1.
Of|C|u ............................................................................................................................................... 1p

Problema 2.

Fie ecuatia 2% =4x* cu xeR.
a) Rezolvati ecuatia in multimea (O, oo) .

. . SR . T .1
b) Aratati ca ecuatia are o solutie unica pe intervalul (—oo, O) si precizati un interval de lungime 2

in care se afld aceasta solutie.
Marcel Popescu, Slobozia



Solutie

a) Fie xe (O, oo), atunci ecuatia se scrie log, 22 =log ) (4X2 ) , ecuatie care este echivalenta cu
ecuatia 2" =2+2log, x sau f(x)=g(x),unde f,g:(0,0) >R, f(x)=2", g(x)=2+2log, x.

Deoarece functia f este convexa iar functia  este concava, atunci ecuatia f (x)=g(x) are cel

mult doud Solutii Pe (0,00) . ....ouuriiriiriieiieee e 2p
Cum f(1)=g(1)=2si f(2)=g(2)=4, atunci ecuatia f(x)=g(x), deci si ecuatia 27 = 4%,
are pe (0,00) doar solutiile X =1, X, =2. ...t 2

b) Pentru x (—o0,0), avem log, x* = 2log, (—x) . In aceste conditii ecuatia din enunt este
echivalenta cu ecuatia 2 =2+2log, (—x) sau h(x)=0, unde h:(-x,0) > R,
h(x)=2"-2-2log, (—x). De asemenea h(x)=h (x)—h,(x), unde h,h,:(-=,0) >R,

h (x)=2"-2, h,(x)=2log, (—x) si cum functia h, este strict crescétoare iar functia h, este strict
descrescitoare, rezulta cd functia h=h —h, este strict crescatoare. Prin urmare ecuatia h(x)=0

are cel mult 0 solutie Pe (—00,0). ........oiiii s 3p

1 1
Avem h(—l):—§<0 si h[——j:—>0, deci ecuatia h(x)=0 are exact o solutie pe (—»,0),
2 2) 2
L0 ] - PN 1 o
3 3 3

Mai mult, cum I0923>§,atunci h[—%):Z“—2—2I092%=24+2—2I0923<24 ~1<0, ceea

. . 3 1 . . 9 . . .1
ce inseamna ca X, € 7737 adica solutia se gaseste intr-un interval de lungime VR 1p
OFICIU .ottt e e e s Ip
Problema 3

Fie f:R —> R o functie cu proprietatile:
i) f(x+y)+f(x—y)=2f(x)f(y),oricarearfi x,yeR;
ii) Exista un cel mai mic numar strict pozitiv a, cu proprietatea ca f (a) =max f >0, unde

max f reprezinta valoarea maxima a functiei f .
Aratati ca T este o functie periodica cu perioada a.

Dati exemplu de o functie care verifica proprietatile i) si ii).
Marius Dolcan, Deva, GM 12/2023

Solutie

Avem f(x+y)+f(x—y)=2f(x)f(y) (1)

oricarear fi x,yeR.

In(1) x=y=0=2f(0)=2f?(0), deunde f(0)e{0,1}.

Daca f(0)=0, luam y=0 in (1) si obtinem 2f (x)=2f (x) f (0)=0, vxeR, adica f(x)=0,
Vx eR, contradictie cu f(a)=max f >0. Asadar f(0)=1. ... ..o, 2p
Tn (1) facem x =Y si atunci pentru orice x R, avem
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f(2x)+1=2f%(x) (2)
In (2) ludm x=a sicum f(2a)<f(a)=max f, avem 2f*(a)=f(2a)+1< f (a)+1, de unde

f(a)e{—%,l}.Deoarece f(a)=maxf >0, f(0)=1,rezultica f(a)=1.

In (2) luam x =% siavem f(a)+1=2f? (%j . Deoarece f(a)=1, obtinem f (%j e{-11}. Cum

.. - . .. . . a
a este cel mai mic numdr strict pozitiv pentru care f(a)=max f =1, rezulta ca f (Ej =-1.

Tn (2), facem x =2 i obtinem 0= f| & |+1=2f2 2|, adica [ 2 |=0
4 2 4 4

Tn (1) facem y:E si obtinem f(x+gj+ f (X—E):Zf (x) f (EJ:O,adicé
4 4 4 4

a a a
f(x+zj:—f (X_Z)’ vx eR sau notand t=x—%, avem f(t+5):—f (t), VteR si atunci

f(t+a)=f ((H_%}_SJ =—f (t+%j = f(t), VteR, ceea ce inseamnd cd a este perioadd a

functiel T ..o e e e e 2
Un exemplu de functie este f :R >R, f(x):cosx, Ar @=27 ..oiviveieiieiiiie e 2P
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasa a IX-a

Problema 1.
Fie (a,) , 0 progresie aritmetica de numere naturale. Notdm s, =a, +a, +...+a,, n>1,
Aratati ca
2 2
\/sf +a,(a,+n)(a,+a,) +\/s§ +a,(a,—n)(a,+a,) eN.
Gazeta Matematica
Problema 2.

Fie triunghiul ABC cu G centrul sau de greutate si punctul M din interiorul triunghiului,
M = G. Se construiesc punctele M ,, M, M. simetricele lui M fatd de mijloacele laturilor

(BC), (CA), respectiv (AB).

a) Aratati ca dreptele AM,, BM; si CM_ sunt concurente Tntr-un punct notatcu T .

b) Daca G, este centrul de greutate al triunghiul M ,M;M_, aratati ca punctele M,G,T,G, sunt
coliniare, G este mijlocul lui (MG,) si T este mijlocul lui (GG, ).

Problema 3.

Fie f :N"—N" o functie monotona care pentru orice numar natural nenul n, verifica relatia
f(f(n))= n+ f(2).

a) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare;

b) Sa se determine functia f .

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.



CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIl-a, 23 martie 2024

Clasaa IX-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1
Fie (a,) , o progresie aritmeticd de numere naturale. Notam s, =8, +a,+...+a,, n>1. Aratati

cd \/sf +a,(a,+n)(a,+a, )2 +\/s§ +a,(a, —n)(a1+an)2 eN.
Florin Rotaru, Focsani, G.M. 1/2024

_n(a+a,)
2

si atunci

Jsi+a(a+n)(aa,) =\/—”2(a14+a“) +a,(a,+n)(a,+a,) =

:(al—J;")\/n2+4ai(ai+n) (a,+2 )1/ ) e 2P

Asadar \/sﬁ +a,(a +n)(a,+a,)" = (al+an!2a1+n| (a i )(2a1+n). ......................... 1p
Analog \/s§+a1(a1—n)(a1+an)2 = (al+an?2|2a1—n| OO | o
Avem

£ 5 ra(a (@, S e n)(a,) - A, )R
atunci E =2a,(a,+a,) sau E=n(a,+a,),deci EeN. .................... 3p
Problema 2

Fie triunghiul ABC cu G centrul sau de greutate si punctul M din interiorul triunghiului,
M = G. Se construiesc punctele M,, My, M_ simetricele lui M fata de mijloacele laturilor

(BC), (CA), respectiv (AB).

a) Aratati ca dreptele AM ,, BM, si CM. sunt concurente Tntr-un punct notat cu T .
**k

b) Daca G, este centrul de greutate al triunghiul M,M M., aratati ca punctele M,G,T,G, sunt
coliniare, G este mijlocul lui (MG,) si T este mijlocul lui (GG, ).
Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie
a) Fie A,B,,C, mijloacele laturilor (BC), (CA), (AB). Deoarece AB, este linie mijlocie Tn

triunghiurile CAB si MM, M, rezultd ci AB||[M M, si (AB)=(M;M,).



Deci ABM ,M, este parallelogram si atunci diagonalele sale au acelasi mijloc. Notam cu

{T} =AM, NBM,,. Analog se arata ca T este mijlocul lui CM¢ ........cccccceeimmrinnnnnnen.. 2D
b) Solutia 1. Fie A mijlocul lui (BC). Deoarece T este mijlocul lui (AM,,), avem
. A —. MA+2-MA
MT =3(MA+ MMA):E(MA+2~MA&). Din 2% _ 2 repulti ca MG = MATZMA - i cdiat
2 2 GA
W:%W (1)
Deci punctele M,G,T sunt coliniare.. YRR PPP PPN | o

Cum G, este centrul de greutate al trlunghlul MM Mc,folosmd relatla 1u1 Lelbnlz avem
3GG, =GM, +GM, + GM_ . Avem GM, =GA+ AM, si atunci

3GG,=>.GM, = Z(abﬁ A—I\/IA) =>"AM,, deoarece Y GA=0 (G este centrul de greutate al
triunghiului ABC). Avem AM, = AM + MM, = AM +2MA = AM + MB + MC . Atunci

3GG, =Y AM, = Z(W+W§+ Wf) => MA=3MG (formula lui Leibniz pentru triunghiul
ABC) deci

GG, =MG (2
Ceea ce Inseamna ca punctele M, G, G, sunt coliniare (deci M,G,T,G, sunt coliniare) si G este
mijlocul lui (MG, ) ............................................................................................. 3p

GT =TG, ceea ce inseamni ca T este mijlocul lui (GGl) 1p

b) Solutia 2. Folosim vectorii de pozitie in rezolvarea acestui subpunct. De la a) avem
r,+n,

. ) L L S . =
=——"= sicum I, +f, =T+, avem ;= E(rA +T + T, — T, ), relatie care, tinand cont de
. . L . o1

vectorul de pozitie al centrului de greutate al unui triunghi, devine I, = > (3 8 ) sau
2r =3-1;, -1, ©2(F -1y )=r, -1, sau 2GT = MG, ceea ce inseamnd ci punctele M,G,T
sunt coliniare. ...........ccovviiiiiiiiiiiiiiiaiiananns PR o

I N . 1 .
Avem T =§(rMA+rMB+rMC)=§(Z(rB ) (ZZr -3r, ) 2F, — T, , sau
I, —Ts =1 —Ty < GG, = MG, ceea ce inseamna ca punctele M, G, G, sunt coliniare si G este
MiJlocul Ui (MG). ... 3p

Rezultd atunci ca punctele M,G,T,G; sunt coliniare.
Din (1) si (2), avem 2GT :?Q :ﬁ#lfl , adica GT :'I'T-I-l, ceea ce inseamnd ca T este
mijlocul IUi (GG,). ...oooooiiiii e 1D
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Problema 3
Fie f :N"—>N" o functie monotona care pentru orice numar natural nenul n, verifica relafia:

f(f(n))=n+fQ).

a) Sa se arate cd functia f este strict crescatoare;

b) Sa se determine functia f .
Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie.
Avem

fF(f(n))=n+f@®), vneN" (1)
Daci aplicam f relatiei (1), avem f (f (f (n))) = f (n+ f (1)) si inlocuind tot in (1) n cu f(n),
avem f(f(f(n)))=f(n)+ f(1). Deci
f(n+f@)=f(m)+fQa), neN (2)

a) Demonstram intéi ca functia este strict monotona. Daca prin absurd, f nu este strict monotona,

atunci In, peN", n= p, astfel incat f(n)= f(p). Atunci f(f(n))= f(f(p)) sideci

n+f@)=p+ f(), ceea ce este o contradictie cu n= p. Deci f este strict monotona.
Demonstrdm in continuare cd f este strict crescatoare. Presupunem prin absurd ca f nu este

strict crescatoare. Cum f este strict monotona, atunci f este strict descrescatoare si atunci

f (n +f(1))— f(n) <O si tindnd cont de (2), rezultd cd f (1)<O0, ceea ce este o contradictie .

Asadar functia f este strict crescatoare pe N”. ....3p
b). Cum f(n+2) > f(n), f(n), f(n +1)numere naturale atunci f(n +1)> f(n)+1 si atunci

mZ(f(n+k+1)— f (n+k))2k§1,adicé f(n+m)—f(n)>m, deci

k=0

f(n+m)>f(n)+m, vm,neN" (3)

Fie p= f (1), atunci relatia (2) se scrie:
fn+p)=f(nN)+p VneN" (4)

Daci in relatia din enunt, facem n=1, obtinem f(f(1))=1+ p, adica
f(p)=1+p (5
Cum f(p)=1+p>p="~f(@)),atunci p>1 sifolosind relatiile (1) si (3), avem
p+l=f(p)=FfQL+(p-1)=>f(M)+p-1=2p-1,deunde p<2.Din p>1si p<2,rezulta
p=2,deci f(1)=2.Imediatdin (5), obtinem f(2)=3, iar (4) devine
f(n+2)=f(n)+2 VneN" (6)
Prin inductie se demonstreaza ca pentru orice N,k € N7, are loc relatia:
f(n+2k)=f(n)+2k (4)
Imediat f(1+2k)=2+2k si f(2+2k)=3+2k,deci f(n)=n+1, pentruorice ne N*. ... 3p



CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIll-a, 23 martie 2024

Clasaa Vlll-a

Problema 1

Fie n un numar natural nenul si X, X,,..., X, € {—1,1}. Aratati ca daca
XXy + X Xg et XX A XXy XXy et XX At X X =0,
atunci n este patrat perfect.

Problema 2

Aflati ne N pentru care

2 2 2
3 Bl OIS B B PPy
2 3 N+l

unde [X] este partea Intreaga a numarului real X.

Gazeta Matematica

Problema 3

Fie cubul ABCDA'B'C'D'cu AB=+/2 cm . Tn interiorul bazei ABCD se considerd punctul M
astfel incat XxMCD = xMDC =30".

a) Demonstrati ca distanta de la punctul M la planul (ABC")este mai mica decat % cm.

b) Calculati sinusul unghiului format de planele (MD'C") si (MA'B").

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.



Fiecare problema este notata cu 10 puncte.

CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIll-a, 23 martie 2024

Clasaa Vlll-a

Bareme de evaluare si notare
Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem se acorda punctaj maxim.

Problema 1

Fie n un numar natural nenul $i X, X,,..., X, € {—1,1}. Aratati ca daca
XXy + X Xg oot XX XX XXy et XX et X X =0,
atunci n este patrat perfect.

Solutie
Dacd X, X,,..., X, € {~11}, atunci termenii sumei sunt egali cu 1 sau -1.

Pentru ca suma lor sd fie egald cu 0, trebuie ca jumatate din ei sa fie +1

si cealaltd Jumatate S8 f1€ =L........cooiiiiii i 2p
n(n— -1
Numarul termenilor sumei este ( 5 ) si astfel vom avea ( 2 ) termeni egali cu +1
. n(n-1 . .
si (T) termeni €0ali CU =1 (L) .vciiiieieee e 2p
Consideram cd numarul elementelor x; egale cu -1 este k, de unde rezulta ca numarul celor
BUAIE CU L BSTE N — K ottt bbb 2p
Numirul termenilor de forma x,x; egali cu -1 va fi k(n—k) si, folosind relatia (1), se obtine
. n(n-1 n? —
egalitatea k(n—k)=gakn—k2=Tnc>4kn—4k2=n2—n ................................... 2p
Relatia este echivalenta cu 4k* —4kn+n? =n, de unde se obtine n=(2k — n)2 ...................... 1p
OFTCIUL 1ttt bbb bRt bbb bRttt b bbb 1p
Problema 2

Aflagi ne N" pentru care

2 2 2
73 B PPIH I MRS LU PP PP
2 3 N+l

unde [X] este partea intreaga a numarului real x.

Mihaela Berindeanu, G.M. nr.1/2024
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Solutie
{kk:J {kzk_jl”} - {(k _1)k(_ﬁ1)+1} _ [k 14 k%l} KL VK €N e 3p
Ecuatia se rescrie 2-0+2°-1+2°-2+4...42"-(N=1) =27 -2022+4 .......covevvimnrriiiinriiriniinns 1p
221428 24..42" ~(n—1):2”+1(n—1)—(22 +23+...+2“):2"+l(n—1)—2“*1+4 ................. 3p

Ecuatia devine 2" (n —1) —2" 44 =2"%.2022+4

2" (N=2) = 2752022 ¢ N=2024 ..o 2p

Problema 3

Fie cubul ABCDA'B'C'D'cu AB =~/2 cm . In interiorul bazei ABCD se considerd punctul M
astfel incat KMCD = XMDC =30".

a) Demonstrati ca distanta de la punctul M la planul (ABC ')este mai mica decat % cm.

b) Calculati sinusul unghiului format de planele (MD'C") si (MA'B").

Dy c D C
(1
E
s Vi
s i v
L}
A : B!
E N
i
i
i
(0] ! 9,

|
Ip A NG) B
. g o e e 4

B TN T C

4 “Pog-fmm"
Q mnras M
P /N




Solutie

a) Fie CM nAD :{N}, O, centrul patratului BCC’B’, O, centrul patratului ADD’A
DO, L(ABC '), NQ L AD',Qe AD',NQ|| DO, = NQ L(ABC') .......................................... 1p

CO, L(ABC"),NQ_L(ABC"),C,M,N coliniare = proiectiile lor pe planul (ABC") sunt
coliniare i daca MP L( ABC'), atunci O,, P,Q sunt coliniare si CO, || MP|[NQ................. 1p

Triunghiul CDM este isoscel, cu unghiurile de la bazi egale cu 30°. In triunghiul CDN
dreptunghic si cu unghiul C cu masura de 30°, se demonstreaza ca triunghiul DMN este

J6

echilateral cu latura DN = 3 cm si M este mijlocul laturii NC........cccooeiiiiiiiiiiicce, 1p

n trapezul CNQO,, MP este linie mijlocie si MP = %, CO, =1cm

Nl
AANQ ~ AADO, = AN _ NQ 3 _NQ NQ=1—£ ........................................ 2p
AD DO, V2 1 3
1+1—£ N
MP = oo 1p
2 6 4

b) (MA'B")~(MD'C')=ST,S e AD,T eBCsi S, M, T coliniare

Triunghiurile MA’B’ si MC 'D’ sunt isoscele iar MR si MG sunt mediane si indltimi in aceste
triunghiuri

MR L A'B',A'B'[|ST =MR 1 ST, MG LD'C',D'C'||ST = MG L ST .....c.orrcccce 2p
«£((MA'B'),(MD'C")) = £(MR,MG) = £(RMG)

AARMG :1cm2 , AARMG = MR- MGéSIn RMG = sin RMG :ﬁm ................................... 1p

(@ 11 o] 1 TSROSO PR RS PRRP 1p



CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasaa Vll-a

Problema 1

Sa se arate ca:

8) N =v/3-2v2 +/5-26 ++/7—2V12 +...4+/199— 2/9900 este numar natural.

3a*+20

b) 3Ja?+1+2Ja2+2++/a2+3< ,VaeR.

Problema 2

Se considerd numerele naturale nenule a,,a,,a,,...,8,,8,,,, CuU NN, astfel incat

2( ! + 2 + 3 PR ]2n(n+1).

alaZ a2 a3 a3a4 an a'n +1

Calculati \[a,a,a,..a,, (& +a,+a,+..+a,,) " .

Gazeta Matematica
Problema 3
Fie aABC cu lungimile laturilor BC =a, AC =b, AB=c astfel incat 9:% Daca [AD este
c

bisectoarea unghiului BAC, DeBC, M este mijlocul laturii AC si ME|| AD,E €BC, si se
calculeze ce procent din aria triunghiului ABC reprezinta aria triunghiului MEC.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasaa Vll-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1

Sa se arate ca:

a) N :\/3—2\/5 +\/5—2\/€ +\/7—2\/]3 +...+4/199—-2+/9900 este numar natural.

3a*+20

b) 3Ja?+1+2Ja2+2 ++/a2+3<

,VaeR.

Mioara Tudor

Solutie

a) \/k+k+1—2«/k(k +1) = (\/k +1—JE)2 =k+1-+k pentruorice k €{1,2,3,...,99} .......3p
Atunci N =+2 -v1+3-v2 +vV4 -3 +...4+4/100 —/99 =100 -/1=10-1=9€N........... 2p
b) Relatia este echivalenta cu (\/a2 +1—3)2 +(\/a2 +2- 2)2 +(\/a2 +3 —1)2 20 i 4p

(@ 11 o] 1 TSSO U TR PR PPRPTP 1p

Problema 2

Se considerd numerele naturale nenule a,,a,,4a,,...,a,,a,,,, Cu neN", astfel incat

1 2 3 n -2
2 > 1). j - .
[3182 +a2a3 +a3a4 + +anan+1j n(n+1). Calculati \Jaa,a,..a,,, -(a +a, +a, +..+a,,,)

Gheorghe Molea, G. M. 1/2024

Solutie
Cum a eN",vke{1,23,..,nn+l}=aa, >1= B L 3p
aka'k+1 akak+l
Atunci ! + 2 + 3 +..+ n £1+2+3+...+n:n(n+1) ................................ 2p
aiaZ a2 a‘S a3 a'4 a'n an+1 2
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P R ]2n(n+l),deci
a2a3 a3a4 ana'nJrl

1 2 3 n .
2 + + ot =n(n+1), care se obtine pentru
a1a2 a2a3 a3a4 an aI’H—l

88, =LVke{12,3,..,n} =a, =L VK € {12,341} oo 2p

Awnci \[aa,a,.a,, (& +a, +a, +..+a,,) = 1-(n+1)‘2=( qyF— 2p
n+

OFTCIUL 1ttt e bbb bbb bR R R Rt b bt e et 1p

Problema 3

Fie AABC cu lungimile laturilor BC =a, AC =b, AB=c astfel incat E:g Daca [AD este
c

bisectoarea unghiului BAC, DeBC, M este mijlocul laturii AC si ME|| AD,E € BC, sa se
calculeze ce procent din aria triunghiului ABC reprezinta aria triunghiului MEC.

Mioara Tudor
Solutie
B
Cum [AD este bisectoarea unghiului BAC
L BD_AB _c  BD € D= D= e, 3p
CD AC b a b+c b+c b+c
M este mijlocul segmentului AC, ME || AD = E este mijlocul segmentului DC ....................... 1p
h
CE._
ScE=DC__ W a2 AN e o G(ABC) 2p
2 2(b+c) 2 8(b+c)
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b
EC = g pg) FeABC 2p
Daca b_ g = bL = g = A vec = 230 A jpe = % A jgc o dect A . reprezintd 15% din
C +C
B+ vt Ip



CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasa a Vl-a

Problema 1.

2023 2024 2025
T X
147 142 14
X y z
2022x -y N 2023y -z N 2024z —x

X+Yy y+z Z+X

a) Stiind ca x,y,z e Q, astfel incat =2024 , calculati

b) Determinati cardinalul multimii

A={%GN| e N si

(S
a+2b 3a+b

9a+3b . 2a+4b N}

Problema 2.

< . . X 2. -
Doui numere naturale X si y verifica relatia — = o far x° +y°se divide cu x°y?.

y

Demonstrati ci Xy >10°.

Problema 3.

Fie AABCcu xBAC =90°. Bisectoarele interioare ale unghiurilor ABCsi ACB intersecteaza
laturile ACsi ABn punctele N si respectiv M . Notam cu P si Q picioarele perpendicularelor

duse din M si N pe BC. Aflati masura unghiului PAQ.

Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasaa Vl-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1.
a) Stiind ca x,Yy,z€Q, astfel incat 2023 + 2024 + 2025 =2024, calculati
y z X
1+= 1+— 1+—
X y z
2022x -y N 2023y -z N 20247 — x
X+Yy y+1z Z+X
b) Determinati cardinalul multimii
Ao £€N| 9a+3b CN si 2a+4b e N
a+2b 3a+b

Solutie:
2023 2028y 202 o 1p
X+y y+z = Z+X
2023 g 2028 2020 2p
X+Yy y+2 Z+X
S ) B e e S R 1p
X+Yy y+2 Z+X
b) Fie m=9a+3b§i n=261+4b m,neN obtinem M-N=6...........cccceeiiiiiiiiininnnn... Ip
a+2b 3a+b
Cum m-n=6 si m,ne N avem solutiile
m=6 [m=1{m=3 m=2 {
I T I T R p
de unde obtinem A={12,17,24,31,36,48,62,93} si cardA=8................c...ccovrnnn 3p

[0 5 o7 1 PPt lp
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Problema 2.

. . . .oX 2. .. )
Doua numere naturale X si Yy verifica relatia — = o iar x° + y°se divide cu x°y?. Demonstrati

cd xy>10°.

Solutie:

Cum 5x =2y =>xestepar = X =2k, k e N"iar y=5K .........coccouviiiiiiiiiiiiieeeiie, 2p
X2YZ =100K* $1 X%+ Y% =3057K . o 2p
XY [X° +y® =100k *|3157K® = 100[3L57K ... 1p
Cum 100 si 3157 sunt prime intre ele :>100| k=k=100p, peN .......cccooiiiiiiiii . 2p
Xy =10k* =10-(100P)* =10° P=>XY Z10° . oivniii e 2p
LT L Ip

Problema 3.

Fie AABCcu xBAC =90°. Bisectoarele interioare ale unghiurilor ABCsi ACB intersecteaza
laturile ACsi ABin punctele M si respectiv N. Notam cu P si Q picioarele perpendicularelor

duse din M si N pe BC. Aflati masura unghiului PAQ .
Victor Felecan,G. M. 1/2024

Solutie
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not

BM bisectoarea XABC = MA=MP =aMAP isoscel = XMAP = XMPA=a..................
Fie AT L BC, T €eBC,cum MP L BC = MP || AT = XMPA= XPAT =a (alterne interne)...2p

. 2p

Analog AANQ isoscel = £QAN = XAQN n:Otb ........................................................ 2p
AT 1L BC si NQ L BC = AT || NQ = XAQN = XTAQ=Db (alterne interne) ..................... 2p
XBAC=2a+2b=90°=2a+2b=a+bh=45" = XPAQ=45" ..ottt 1p

1p

(0] 110 11 P,



CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasa a V-a

Problema 1

Demonstrati ca daca numerele naturale X, Y, z verifica egalitatea 6x +13y =7z, atunci

(x+y)(y+2z)(z+x):182.

Problema 2
Fie N=1*+2*.3"+4*.5*.6*+...+67*.68*-.... 78" .

Sa se determine ultimele 4 cifre ale numarului N.

Problema 3

Aflati numerele naturale X,Y,z,t, daca ele verifica relatiile:

X+12y+127+102t = x+12y +102z +12t = xyzt = 2023.

Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVI-a, 23 martie 2024

Clasa a V-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1

Demonstrati ca daca numerele naturale x, Y, z verifica egalitatea 6x+13y =7z, atunci

(x+y)(y+2z)(z+x)i182 .

Solutie

6X+13y =72 = 13X +13y =7Z+TX=13(X+Y) =T (X+Z) coverrrririreeieereeeeseeesesseeeenns 1p
Cum (7,13) =1=> (X+Y):7 si (XHZ)LB i 2p
OX+13Y =7Z = 0X+20Y =TY A+ TZ oot 2p
=5 2(BXAL0Y) =T (Z4Y) covrereemeireeieemeeieeise e 1p
CUM(2,7) =10 (Y Z):2 e 1p
Dar 182=2-13-7=> (X+ Y)(Y+Z)(X+Z)L82 ..o 2p
(@ 1100 1 TSP U PP PR PP 1p
Problema 2

Fie N=1'+2*.3"+4".5".6" +...+67°-68"-...- 78" . Sa se determine ultimele 4 cifre ale
numarului N.

Burlacu Oana
Solutie
Seobservici (4'-5'-6%) 10
(7*-8*-9*-10%) :10°

(67%-68"+...-78") H0% wooovooiovvesccssssnsssns s 4p
:>(N—(14+24-34)) 0% ettt ettt 3p
Ultimele 4 cifre ale Ui N sunt 1297 =1* +2%-3% ..o 2p

(@1 To] 1 TR ST PR P TP PRPRPI 1p
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Problema 3

Aflati numerele naturale x, Y, 2, t, daca ele verifica relatiile

X+12y+127+102t = x+12y +102z +12t = xyzt = 2023.

George Florin Serban, G. M. 1/2024

Solutie

X+12y +127+102t = x+12y +102z +12t = 90t =90z

xyz® = 2023

Dar 2023 =7-17° =>Z =1 SAUZ =17 .coceceirerereteereretseeeee et 2p
S 0DSEIVA CAZ = 1 NU CONVINE  .oiiviiieiicie ettt e et e e te et e ne e re e aeeneenneas 2p
Pentru Z =17 SE ODHNE X = 1 SI ¥ = 7 coeoeiiieiieie ettt bbb ne s 3p



