g MIMISTERUL EDUCATIEI
S1 CERCETARII

CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVllI-a, 10 mai 2025

Clasa a XlI-a

Problema 1
In2 X
. . Xe
Determinati I - dx.
0 €7 - 28" +2
Gazeta Matematica
Problema 2

Fie mneN", m,n>2 si (Gy,-) respectiv (G,,-) doud grupuri ciclice cu m, respectiv n
elemente. Daca existd un morfism injectiv f :G; — G, astfel incét pentru orice r e {1, 2,3,..., m—l} ,
fr 1G>Gy, f(x)=(f (X))r este functie injectiva, atunci si se arate ca:
a) Imf ={f(x)|xeG,} este subgrup al lui (G,,-) si n sedivide prin m;

b) m este numar prim.

Problema 3

b
Fie a,beR, a<b si f:[a,b] >R o functie continui astfel incat jf(x)dX:O.
a

b
a) Aritati ca Ief(x)dx >b-a.
a

C
b) Aratati ca exista ¢ €(a,b) astfel incat ZJ' f(x)dx=(a+b—-2c)f(c).

a

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIll-a, 10 mai 2025
Clasa a Xll-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1
In2 X
Determinati I#dx.
o €7 —2e7+2
Aurel Dobosan, Lugoj, G.M. 1/2025
Solutie.
xeX In2 xex In2
Fie fIRSR, f(x)= sil= [ ———dx= [ f(x)dx.
e —e*+2 o e —2e"+2 0
Cu schimbarea de variabila t=In2—x, avem dx=—dt, x=0=t=1In2, x=In2=1t=0 si atunci
0 In2
avem | = [ f(IN2-t)(=dt)= [ F(IN2=t)dt. .....oooiimimmmncnonsnscssson e 3D
In2 0
Inz_t e|n27t In2 .
Avem f(In2-t)= ( ) si cum e'”z_t:e—t:—t,atunu
e2(|n2—t)_eln2—t+2 e e
2
(In2-t)~ t t
t In2-t)e
f(In2-t)= et 270 €2 iy 3D
i_£+2 g7 -2 +2 e" -2 +2
o2t ot
In2 In2 et
Avem | = | f(In2-t)dt=In2 | ————dt—1 sideci
i ( ) !e“—zewz ’
In2 et _1, In2
|- In2 ( 2) dtzlnz-arctg(et—l) :m—z-arctglzm..............................3p
2 O(Et_l) g 2 0o 2 8
[0 T L P lp

Problema 2

Fie mneN*, mnx2 gi (Gy,-) respectiv (G,,-) doud grupuri ciclice cu M, respectiv n
elemente. Daca exista un morfism injectiv f :G; — G, astfel incat pentru orice r e {L 2,3,..., m—l} ,
fr:G —G,, f(x) =( f (X))r este functie injectivad, atunci sd se arate cd.

a) Imf ={f (x)|xeGl} este subgrup al lui (G,,-) i n se divide prin m;

b) m este numar prim.

Marin lonescu, Pitesti
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Solutie.

a) Cum f:G, —>G, este morfism de grupuri atunci f (e;)=e, si f(xfl):(f (x))_l, X € Gy, unde
e, si e, sunt elementele neutre ale celor doua grupuri.

Aratam ca Im f ={f (X)|X€Gl} este subgrup al lui G,. Fie u,velm f, deci existd X,y € G, astfel
incat u=f(x) si v="f(y). Avemuv=f(x)f(y)=f(xy)elmf si

ut =( f (X))_1 = f (X_l) elm f , ceea ce inseamnd ca Imf = {f (X)|X eGl} este subgrup al lui

Cum f este morfism injectiv atunci |Im f|=|G;|=m. Din teorema Lagrange rezulta ca

ord (Im f)|ordG, , adicd MN. ... 2D

b) Aratam in continuare ca M este numar prim. Presupunem prin absurd ca m nu este prim, deci
exista p numdr prim astfel incat p|m. Deoarece G, este grup ciclic cu m elemente, exista

xeG\{g | astfel incat G, :{el,x,xz,...,xm‘l} si X" =gy, unde g este elementul neutru al grupului

G, . Fie y=f(x).Cum f este morfism injectiv atunci
Im f ={f (&), F(x), f (xz) f (xm‘l)}={e2,y,y2,...,ym‘1}cG2. e 2p

Din ipoteza functia f,:G, —>G,, f,(a)=(f(a))" este injectiva.

Demonstram ca f, este morfism. Deoarece orice grup ciclic este comutativ, avem

f,(ab)=(f (ab))” =(f(a)f (b))” =(f(a))”(f (b))’ =f,(a)fy(b), VabeG,.Cum f, este
morfism, avem fp(a):(f(a))p = f (ap), VaeG;. (

Din p numér prim i p|m rezultd (teorema Cauchy) ca exista a <G, \{e } astfel incat orda = p.
Deci a=e si a” =¢. Din (1) rezulta f,(a)=f (ap): f(e). Asadar a=e si f,(a)="f,(e).

Ceea ce Inseamna cd functia fIO nu este injectiva, deci contradictie cu f injectiva. Asadar

presupunerea este falsd si prin urmare M este NUMAL PIIM. .........cooceriieiieerieeniesiresseesieesn e s eenen 3P
L0 o) 1 P Ip
Problema 3

b
Fie a,beR, a<b si f:[a,b] >R o functie continua astfel incat I f(x)dx=0.
a

b
a) Aratati ca Ief(x)dx >b-a.
a

c
b) Aratati ca existd ¢ (a,b) astfel incat 2[ f(x)dx=(a+b—-2c)f(c).
a
Rica Zamfir, Bucuresti
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Solutie.
) Folosind inegalitatea e >1+x pentru orice xeR, avem

'[e dx>j 1+f dx J'dx+J. dx b-a. e et e e anas 3P
a a
X b
b) Consideram functia g:[a,b] >R, g(x jf t)dt+(b—x I f (t)dt care verifica
a X
conditiile teoremei lui Rolle. Rezulta ca existd ¢ (a,b) astfel incét g'(c)=0. Avem
X b
X)=[ f(t)dt+(x—a) f (x)-[ f(t)dt—(b—x) f (). Din g’(c)=0, obtinem
a X
c b
[f()dt—] F(t)dt=(a+b=2C) f(C). oovrrrrrrmmmcmossssssscscsssinss s 4D
a C
b c
cUmj dt+j )dt = f(t)dt=0, obtinem 2| f (t)dt =(a+b—2) f (C).............. 2p
a
L0 ] T3 L Ip

Pentru orice solutie corecta diferiti de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

ﬁu MINISTERUL EDUCATIE
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVllI-a, 10 mai 2025

Clasa a Xl-a

Problema 1

. o - .. . . 2
Se considera sirul de numere reale (X, ) ., definitprin x; =1 si X,q = (X + X +... 4%, )",

X o
pentru orice n>1. Calculati lim [”—“J .

N—ao0

Gazeta Matematica

Problema 2

2
n
Fie sirul (X,) 4+ %y %\/kzl(Zk —1)(%&) , pentru orice ne N*.

a) Aratati sirul (Xn )n> , este monoton $i marginit.
b) Aratati ca lim X, =1 si calculati lim (nxrz, —(n-1) Xr21—1)-

N—o0 N—o0

Problema 3

2
Fie matricea Ae M;(C) astfel Incat (A*) # 0y, unde A" reprezintd matricea adjuncti a lui

A . Aratati ca rang (A" ) =rang(A), pentru orice k € N*.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIlI-a, 10 mai 2025
Clasa a Xl-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1
. « . . . . . 2
Se considerd sirul de numere reale (X, )n21 definit prin X =1 5i X0 = (X +Xo +...+X,)",

N

: .| X
pentru orice n>1. Calculayi lim | 4L
n—oo Xn
Petru Tudor, Sebes, G.M. 1/2025
Solutie.
Avem X, =1 si evident X, >0, pentruorice N>1. .........cccviniiiiiinini, Ip

Relatia din enunt se mai scrie \/m =X + X, +...+X,, pentru orice n>1. Scriem aceasta
relatie pentru n—1 si avem \/Z =X +Xo+...+X,4, N>2. Din cele doua relatii avem
\/E—\/Z=Xn,adicé \/m=\/z+xn, vn> 2. Imediat \/m>\/z, vn> 2, deci sirul
(Xn )n22 ESTE SITICT CIESCALOT. ... . uuiiuiiii ittt et ettt et et et ettt et et et eeaes 2p
Demonstram ca sirul (Xn )n22 este nemarginit superior. Presupunem ca sirul este marginit
superior si cum el este crescator si X,, = X, =1 rezulta ca el este convergent, deci sirul are limita

finita: lim x, =1>1. Trecand la limita in relatia /X, 4 —+/X, = X, , obtinem | =0 ceea ce este

N—o0
o contradictie. Asadar sirul este nemarginit si cum este strict crescator, el are limita si
nN—o0
X 24X 2,x 2,X
. Xn1 Gl . Xn+1 . Xn +4/X%n . al 2
Avem lim | —2= =lim| +— = lim| ——— =lim|1+— =e°.
n—oo Xn n—oo Xn n—o Xn n—oo /Xn
...................................................................................................................... 3p
[ o] P Ip
Problema 2
1[0 kK
Fie sirul (Xy) o+ Xn == Z(Zk—l)(k—j , pentru orice ne N™.
n\ia +1

a) Aratati sirul (Xn )n> , este monoton si marginit.

b) Aratati ca lim x, =1 si calculati lim (nxﬁ —(n—l) Xﬁ_l) :
N—o0 N—00

Nicolae Papacu, Slobozia
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Solutie.

n
a) Evident x, > 0. Deoarece O<L<1 avem Z 2k — 1( j Z 2k -1) = n? si
k+1 k=t k=t
atunci x, <1.Prinurmare x, €[0,1], pentruorice n>1. ...........cccooiiiimnciei, lp

Studiem monotonia sirului (Y, ) _, unde y, = xz. Avem

n=1

Zn:(Zk—l)(kth o +11)2 (2n+1)[n—+;j2 s atunci

n+

k n+1 2

1 1) 21
—vy. = B z 2k -1 2n+1)| ——= | . Deoarece
Yna = Yn [(n+1)2 ng}kzl( )(k+1j +(n+1)2( n+ )(n+2J

(n+1j2:(n+1j = 2_ =i22”:(2k_1)(n_+32 .

n+2

on+1 < n+1)2 [ k )
Y=Y (2k 1) LN
amh 2(n+1)ZZ ([mzj (k+1j]

Cum n—+1>L1 k=1n,atunci Yni1=¥n = ﬂZ(Zk_l)L(rH_l) _(L] J>O,

n+2 k+1 (n+1) n+2 k+1
adica sirul este crescator (strict), deci si sirul X, €ste CreSCAtOr. .............ccoveiriiencnnenennnnn 3p
2
n
D (2k- 1[ K j
k=1 k+1 an i
b) Pentru sirul y, =*= 5 =—, folosind lema Stolz — Cesaro, avem
n n
2
. (2n+1)[”+;j
lim —0L % jim M 1, deci M Xy =1. v 2P
n—)oo(n+1) _n2 n—oo 2n+1 N—o0
2 2
n n(n-1)—(n-1) , 2n-1( n
Avem n?x? —(n-1 =(2n-1)] — | sau nx2— X2, = ,
- ) 1= )(n+1j " n "7 n+l
2
-1 2n=-1( n
de unde nx? —(n—1)x2, =—""2x2 4 — | siatunci
n ( ) n-1 n n-1 n n+1 5
2
. n-1 » 2n=1( n
lim nx —(n=1)x5_4)=lim X1+ =-1+2=1. ...l 3
n—>oo( ( ) n l) n_>oo( n n-1 n [n+1j J P
OfICIU L. e, Ip
Problema 3

2
Fie matricea Ae M3(C) astfel incat (A*) # 03, unde A" reprezinti matricea adjuncti a lui

A. Aritati ci rang (Ak ) =rang(A), pentru orice k e N*.

Marin lonescu, Pitesti
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Solutie.

Evident rangA >1, altfel A* =0Oj si atunci (A* )2 = O3 in contradictie cu ipoteza. ............. Ip
Cazul 1.

rangA=3, adica det A= 0 si atunci det A =det A0, deci rangA* =3=rangA. ......... Ip
Cazul 2.

rangA=2, deci det A=0. Din inegalitatea lui Sylvester avem

rang (A- A*) >rangA+rangA” —3 si din A- A" =det A-1; =05 obtinem rangA* <1, dar
A" = O4, deci rangA” =1

Lemi. Daci D e M, (C) si rangD =1 atunci D* =trD-D.

Demonstratie. Se cunoaste ca dacd D = (aij )]Si i<n si rangD =1 atunci exista b,,c, €C,

by
_ _ b
k =1 nastfel incat a; =l -c;, i, j=1n. Notand B= 2l,c=(c, ¢, - c,), avem
bn
n
D =BC. Atunci D? =BCBC si cum CB:EZbkck =trD, avem D? =trD-BC =trD-D.
k=1

2
Folosind lema din rangA”" =1, rezulti (A*) =trA"- A" si prin urmare trA* = 0. Imediat prin

«\K KL .
induc‘gie(A ) =(trA ) A" £Ogpentruorice K>2. ...t 2p
Conform inegalitatii lui Sylvester avem rangA2 =rang (A- A) >rangA+rangA—-3=1, iar
* 2 *
det A* =0, deci rangA? € {1,2} . Daca rangA? =1 avem (AZ) =0, deci (A*) :(AZ) =0,

, ceea ce este o contradictie. Asadar rangA2 =2=TANGA. . e 2p
Presupunem acum ca rangAk =2 si demonstram ca rangA"+1 =2, unde k >2 este arbitrar

ales. Procedand analog ca mai Tnainte, obtinem I‘angAk”Ll € {1, 2} , 1ar presupunand ca

rangA“*1 =1, am avea (A*)kJrl = (Ak+1)* =0, fals.

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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N SI CERCETARII
CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVllI-a, 10 mai 2025
Clasa a X-a
Problema 1

Determinati umerele complexe z si W stiind ca sunt verificate egalitatile
2 _ o2 .
" +z-w+W=1+2i si W +Z-W+z=-i.

Gazeta Matematica

Problema 2

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia Ig (x2 —l) —lg (4X2 +9X+ 5) =x% +3x+2.

Problema 3

Fie functia f:N—>N, f(n) =[\/ﬁ]+[§/ﬁ} .
a) Determinati numerele naturale n pentru care f (n) =4.
b) Determinati imaginea functiei f .

([x] reprezintd partea intreagd a numarului real X )

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIlI-a, 10 mai 2025
Clasa a X-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

Determinati umerele complexe 7 si W stiind ca sunt verificate egalitatile
2 _ . 2 - = .
7| +z2-w+W=1+2i 5i W +Z-W+z=-i.
Lucian Tutescu, Craiova, GM 12/2024

Solutie.
Avem relatiile

Z-Z+z-w+wW=1+2i (1)

W-W+Z-W+2z=—i (2)

Adunand relatiile (1) si (2), obtinem z(Z +W)+W+W(Z +w)+z =1+i sau
(Z+wW)(z+W)+W+z=1+i.Notdm a =Z+W si atunci ultima relatie devine - @ +& =1+i.
a’+b’+a=1
-b=1
ECT = —1 SAU === 1. oot e 3p
Scazand relatiile (1) si (2), avem 2-Z+2-W+W—-W-W—Z -W—2=1+3i sau
2(Z+W)+W—W(W+7)—z=1+3i, adica (Z+w)(z—W)+W-z=1+3i, de unde

Fie a =a+bi, a,beR, obtinem sistemul { care are solutiile (0, —1) , (—ZL —1),

(Z+w-1)(z—W)=1+3i. Notind B=z-W, avem fB(a—1)=1+3i, adica ﬂ:l+—31.
a_

.................................................................................................................................................. 2p

) . 1+3i . ) Z+W=-— .
Cazul 1. @ =—i, atunci f==——=-2—1i. Si atunci avem _ ., sistem care are

1-i I1-W=-2-1i
solutia (Z,W)=(=L1=1) ...ooiiiiiiiiiiiin e 2D
. . 1+3i . . Z+w=-1- .
Cazul 2. ¢=-1-1i, atunci g = - =-1—1i.Avem sistemul Y i , sistem care are
—2—1 — =-1—

SOIULIA (Z,W) = (=1, —1) ¢ 2p
OFHCIU et e e e ettt e 1p

Problema 2.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 19 (x2 —1) -lg (4X2 +9x +5) =x2+3x+2.

lonel Tudor, Calugareni
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Solutie.
e . 9 . x2-1>0
Conditiile de existenta ale logaritmilor sunt , deunde
4x% +9x+5>0
. 4x% +9x+5 x*-1
Cum 4x2+9x+5—(x2 —1):3(x2+3x+2),ad1cé X2 +3X+2= - ,
3 3
2 2
-1 4
ecuatia se mai scrie sub forma Ig(x2 —1)+ X = Ig(4X2 +9X+5)+M.

Considerand functia f :(0,00) >R, f(x)=|gx+§, atunci avem ecuatia

f(x2 —1): f (4x2+9x+5) 1)
Functia f fiind suma a doua functii strict crescatoare, este strict crescatoare, deci este
injectiva.
Atunci din (1) obtinem x* —1=4x*+9x+5, adici 3x*+9x+6=0. Avem x, =—2€D si
Xo==1g¢D.

Deci S ={-2} este multimea solutiilor reale ale ecuatiei din enunt. ...........ccccooovserrecrenn.... 2p
O CIU .t e e e e e Ip
Problema 3.

Fie functia T :N—N, f(n) :[\/ﬁ}+|:§/ﬁJ
a) Determinati numerele naturale n pentru care f(n)=4.
b) Determinati imaginea functiei f .
([X] reprezintd partea intreagd a numdrului real X)
Marcel Popescu, Slobozia

Solutie.

a) Evident f (n)=0<n=0.Pentru n>1, cum [\/ﬁ][%]el\] si [\/ﬁ]z[%],avem
s [[R)-2

posibilitatile: sau TP PP PRSPPI | o

] ™[>

Jnl=3 ne|3,4%)nN
rezulta sistem care nu are solutii. Din

] Jn
%/ﬁ}:l ne[13,23)mN [%}:2

rezulta

sistem care are solutia N=8. ...............ciiiiiininie e e e 2P

B MINISTERUL EDUCATIFE]



B8 MINISTERUL EDUCATIE
o 51 CERCETARII

b) Evident functia f este crescatoare si f (O) =0.

Vom determina numerele naturale care nu sunt valori ale lui f , adici numerele k € N* pentru
care f(n)=k, VvneN".

Pentru neN fie [\/ﬂ=aeN si [i”/ﬂ:beN.Avem f(n)=a+b.

Jni=a  [a?<n<(a+1)? [a2<n+1<(a+1)?
Avem [ } & ( )3 =N ( )3 si atunci [\/n+1]e{a,a+1},
[% =b b3£n<(b+1) b3<n+1£(b+1)
[\3/n +1] E D01} . s
2p
Avem f(n+1)=[ n+1]+[3n+1]e{a+b,a+b+],a+b+2}.Pentru f(n+l)=a+b+2,
A+ DL M f e Ip
[\/n+1}:a+1 a? <n+1<(a+1)’ n+l=(a+1)’
f(n+l)=a+b+2< , Cum 5 , rezultd .
[\3/n+1J=b+1 b3<n+1£(b+1) n+1=(b+1)

Cum n+1>1 Atunci exista c e N*, astfel incat a+1=c>, b+1=c? si n+1=c®. Deci
f (06 —1)203 —1+c?—1=c3+c?-2 si f (CG):CS+C2 si prin urmare f (n)¢c3+c2 -1,
pentru orice ne N, unde ¢ e N*. Asadar Im f =N\{c3+c2 —l‘CEN*}. ....................... 3p

OFICIU e e e eeeee et e et e et ettt Ip

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVlIlI-a, 10 mai 2025

Clasa a IX-a
Problema 1

Pentru un sir (&, ) ,, senoteazi cu S, =a +a +...+a,, neN". Determinati sirurile de

28  2a 2a 1
Ly =2 4 4= ==

5152 5253 SnSnit St S

fi neN" siexistd peN" astfel incat. S, = 2025.

numere naturale nenule (an)n>1 pentru care , oricare ar

Problema 2

Fie triunghiul ABC si D mijlocul laturii (BC). Fie M €(AB) si N e(AC) astfel incat
AM =CN = x. Notam cu {P}:MN N AD sicu {Q}: BN NAD.
a) Aratati ca QB _PM_ 1 daca si numai daca AB=AC .
QN PN
b) Daca AB=AC =1 si P este mijlocul lui (AQ), determinati X.

Gazeta Matematica

Problema 3

Se considera numerele reale a,b,c e (O, oo). Aratati ca este adevdrata inegalitatea
3a+1 3b+1 3c+1
+ + >6.
\/5 +C JE +a a+b

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIlI-a, 10 mai 2025
Clasa a IX-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1
Pentru un sir (&, )nzl se noteazd cu S, =a +a, +...+a,, NeN". Determinati sirurile de
28 2a, 2a, 1 .
numere naturale nenule (an) pentru care + +...+ =—- , oricare
n=1 S,S SpS S, S
122 2¥3 n<n+l 1 n+1

ar fi ne N* si existd peN" astfel incat. Sy, =2025.
lonel Tudor, Calugareni, Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie.
n
2
Avem relatia Z 5 1 1 (1)
k:18k8k+1 S1 Sn+1
C 29 1 1
In (1) facem n=1 siobtinem ——=-———,deunde a, =28;. .......c.cceeevrveeencncencn 1P
152 S S

n-1
. 2
Pentru n>2, scriem (1) pentru n—1 si obtinem Y g _1 1 (2). Din (1) si (2), prin
k=1 SkSkJrl S1 Sn

scadere, obtinem 28, = i— ! , deunde S,,; -5, =2a,, adica a,,; =2a,, N=2. Deci

nSn+1 Sn n+1
apyq =2a,, N1, ceea ce inseamna cd sirul a, este o progresie geometricd cu ratia q=2 si

prinurmare a, =a;- 2", YN eN . ...t 4D

1

p_
Determindm acum & : Avem S, =& 22 - al(zp —1)_ Pentru S, = 2025, avem

(2P ~1) = 2025 =45 =3*.5°. Din (2° —1)‘34-52 , rezulta ca 2P —1=3"-59 unde
ne{0,1,2,3,4} si qe{O,l,Z} PRSPPI | o

Pentru q =0, avem 2P =1+3" €{2,4,10,28,82} sideci pe{l,2} siimediat a =2025 sau

Pentru q>1, avem ca 5‘2'O ~1. Avem 2% =16 = M +1 si mediat 2* = M +1,

2% _ M 4+2, 282 oM +4, 2% — M, +3. Atunci 5‘2'0—1 pentru p =4k . Dar

2M =2048 > 2025 si atunci pe{4,8}. Daca p=4, 2* ~1=15, deci a1=%=155, iar

pentru p =8, avem 28 —1=15-17, dar in acest caz eN. In concluzie sirurile cautate sunt

8y =8 2" CU 8y €{155,675,2025} . ...ooiiiiiiiiei s 2p
OFICHU .+ tettesessessssesssssssseeesssssesees ettt ettt ettt s 1D
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Problema 2

Fie triunghiul ABC si D mijlocul laturii (BC). Fie M €(AB) si N e(AC) astfel incat
AM =CN = X. Notam cu {P}: MN "N AD i cu {Q}: BN nAD.
a) Aratati ca @—% =1 daca si numai daca AB = AC .

b) Daca AB= AC =1 si P este mijlocul lui (AQ) determinati X .
Adrian Bud, Negresti Oas, G.M. 1/2025

Solutie.
B
ABNC Menelaus
a) — @-M~@=1§ideaici BQ:AC: AC TR Ip
A-Q-D QN AC DB ON NA AC-—x
ABMN Menelaspp NQ BA . . MP QB AM XAC
— . . =1 §1dea1c1 = . = e Ip
A-P-Q PN QB AM PN ON AB AB(AC—X)
AC(AB -
Avem QB _PM = AC (1—ij=u.Atunci
QN PN AC-x\" AB) AB(AC-x)
B PV s AC(AB=X)= AB(AC—X) 5 AB=AC . ... 2p
ON PN
X
AM +—— AN
b) Cum MP _ XAC - % avem AP- 1-x . Deoarece AM = XAB si
PN  AB(AC-x) 1-x 1. X
1-x
AN =(1-x)AC , avem ﬁzX(l—X)(NS#E)Zp
— 1 —
AB+—AN 5 <
cum BQ__AC _ 1 vem AG- 1-X =AB+AC:1_X(E+E).......1p
ON AC-x 1-x 14 1 14 1 2—-X
1-x 1-x
— 1 +
AP:EAQ:X: ! de unde 2x% —4x+1=0, adicd X e 242 .Dar xe(0,1) si
2 2(2-x) 2
22 2

AEUN T X o m ettt e e e e
2

I8 MINISTERUL EDUCATIFI
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Problema 3
Se considera numerele reale a,b,c e (O, oo). Aratati ca este adevarata inegalitatea

3a+1 3b+1 3c+1

+ + >6.
\/5+c JE+a a+b
Nicolae Papacu, Slobozia
Solutie.
Folosind inegalitatea mediilor, avem \/Blel-b sﬂ si atunci 3a+l > ba+2 . Avem
2 Jo+c 1+b+2c
3a+1 6a+2
z\/B-FC Z“1+b+2(: @) p
. . 6a+2

VVom demonstra inegalitatea ——>6 (2

g Z:1+b+20 @)

Folosim in rezolvare inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz (varianta Bergstrém:

S 2 {2 e 2R
Avem

6a+2 a 1 a2 12
Z1+b+2c Z1+b+20 Z1+b+20 Z Zl+b+2c §1 1olosin

a+ab+2ac
2
(Za) +2 i PR PPRPRNC | )
Ya+3dab 3+3>a

L . 2
De asemenea din inegalitatea cunoscuta a’ +b? +¢* > ab+bc+ca, obtinem 3 ab < (>a).

Notand S = Za, avem

inegalitatea Bergstrém, avem E >6

2
a 2 2 2
(z) 3 S +2 ¥ __ 6 + J =6.Din (1) si (2) rezultd
Za+32ab 3+3Za S+S2 3435 1+S 1+S
1negahtatead1nenunt s s e e s e O

Solutie alternativa pentru inegalitatea (2)
Notim 1+b+2c=x, 1+c+2a=y, 1+a+2b=z, deunde 3+3(a+b+c)=x+y+z, adica

a+brc=2"Y*2 1 Deasemenea X—y=Db+c—2a, adica b+c=x—-y+2a siatunci

a+Xx—y+2a= X*Y*Z 1 deunde 3(3a+1)=—2x+4y+z, sau 3a+1=w,

Atunci 08%2 _ZAYFZZ2X _BY 22 A e 3D
1+b+2c 3 X 3x 3x 3

Avem ZM—S Y X 22X Y 2 g cum Y223 sic+di 23,
1+b+2c 3\x z y) 3y z x X z 'y y z X

6a+2

obtinem —>8+2—4=6. ...................................................................... 3

Z 1+b+2c P

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIlll-a, 10 mai 2025

Clasaa Vlll-a

Problema 1

a) Si se determine numerele naturale X si y cu proprietitile \/X+./y €N si y/y+ Jx eN.
b) Sa se determine valoarea maxima si valoarea minima a sumei X+ Y+ Z stiindcax,y,z
sunt numere reale care indeplinesc simultan conditiile
X>+yz<2, Y +x2<2, 22 +xy<2.

Problema 2

a) Fie a si b doua numere naturale nenule. Notam

2a’b 2ab®> .
X = si z=x*%

— y — 2025
a®+b®’ a®+b®

Ty

Sa se calculeze z stiind ca x si y sunt numere naturale.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

(12x-1)(6x—1)(4x—-1)(3x—1)=5.

Problema 3

Fie ABCD un patrat cu centrul O. Pe latura CD se considera un punct X si notdm cu F intersectia
dreptelor AC si BX. Din F se ridica perpendiculara SF pe planul (ABC). Dacd CX?*=2-OF?

aratati ca planele (SBD) s (SBC) fac cu planul (ABC) unghiuri cu aceeasi masura.

Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”

EDITIA a XXVIll-a, 10 mai 2025
Clasaa Vlll-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1

a) Sa se determine numerele naturale x si y cu proprietatile JX +4y eN si Jy+ Jx eN.
b) Sa se determine valoarea maxima si valoarea minimd a sumei X+Y+2 stiindcdax,y, z

sunt numere reale care indeplinesc simultan conditiile
X2 +yz<2, Y 4+x2<2, 27 +xy<2.

Solutie.
a) Dacd y=0 atunci vX e N si yVX €N =X =N NEN .o 1p
Daca x=0 atunci /y eN si \/yeN:y:m“,neN ......................................................... 1p

Daca X#0si y = 0atunci

JX+y eN = JaeN astfel incat x+./y =a’ < Jy=a’—xeN’'
JY+VX eN' < IbeN" astfel incat y++/x =b? < /x =b’—ye N’

Rezultid cd existd p,qeN" astfel incat y=p®si x=0°= p=a’—-X si q=b*—Y.cceerrrnernn. 2p
Vomavea p+q°=a’si p°+q=Db*.

Cum p,geN" = p=0, p+0q° = pitrat perfect, p+9° >q° = p+0q° 2(q+1)2 si analog
p2+q2(p+1)2<:> p>2q+1 si gq=>2p+1.

Adunind aceste doua relatii rezultd p+q+2<0 ceea ce este fals si rezulta ca x si y nu pot fi

SIMUITAN NENUIE. ...ttt 2p
b) Adunam cele trei inegalitati si rezulta

X2+ Y2+ 2+ XY+ YZ+XZ <6 3K +3Y° +32° +3Xy +3YZ+3XZ <18 1p
Adunim ultima inegalitate cu inegalitatea cunoscutd Xy + Yz +zx < X* + y* + z°

si rezulta 2(X+ y+ 2)2 <18 si apoi |X+ y+ Z| <3 X+y+ze [—3,3] ..................................... 1p
Dacd x=y=z=-1atunci Xx+y+z=-3

Dacd X=Y=Z=1aUNCI X+ Y4 Z =3 i ititrereirerieieireree sttt sne e 1p
(@) o] 1 SO PSPPI 1p
Problema 2

a) Fie a si b doua numere naturale nenule. Notam

2 2
2a’b 2ab 6 7= x5 yzozs

= , y =
a’+b° a’+b’
Sa se calculeze z stiind ca x si y sunt numere naturale.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

(12x-1)(6x—1)(4x—-1)(3x—1)=5.
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Solutie.

a) a,beN x,yeN =x>1si y>1=x+y>2

.............................................................. 1p
2atb2ab’ 5 280(@FD) s B 1p
a’+b (a+b)(a’ —ab+b?) a’—ab+b
a’—ab+b’>0=ab>a’—ab+b’=0>(a-b)’ =a-b=0=a=b e 1p
X=Y =1m0 Z =2 1p

b) (12x-1)(6x—-1)(4x-1)(3x—1)=5 < (12x—1)(12x—2)(12x~3)(12x—4) =120

Notez 12x=a=(a—1)(a—2)(a—3)(a—=4) =120 ...ccccccourrimmrrrrrrrirrerereseresseieseesi 1p
(8% =52+4)(° =5X+6) =120 ..ccvisierisienesieiien 1p
Notez a2—5a+4=t:>t(t+2):120:(t+1)2=121:>t:10 SAU t =12 oo, 1p
y 2 1 1
Daci t=10=>a —5a—6=0:>a=6:>x=§ sau a=—1:>x:—ﬁ ................................ 1p
Dacid t =-12=>a* —5a+16 = 0 = ecuatia nu are solutii reale................cccoeerrrrrrrrrrrrerreerernnns 1p
OFTCIUL 1ttt bbbttt b bR Rt b bbbt 1p
Problema 3

Fie ABCD un patrat cu centrul O. Pe latura CD se considera un punct X si notam cu F
intersectia dreptelor AC si BX. Din F se ridica perpendiculara SF pe planul (ABC). Daca

CX?=2-OF? , aratati ca planele (SBD) §i (SBC) fac cu planul (ABC) unghiuri cu aceeasi
masurd.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti, G.M. nr.1/2025
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Solutie.
£((SBD),(ABC)) = ASOF ..o 2p
Construiesc FT 1. BC,T eBC
Z((SBC),(ABC)) = 4STF w.cooooroericcerrssccseessstsses s 2p
T.Menelaus
ADCO, X —F —B transversala — bx E%
CX OF DB
Daca notez AB =a atunci %:E DX, C—F ................................................................ 1p
DB 2  CX OF
CX?=2.0F?*=CX =+/2.0OF ,DX=a—-CX, CF = i—OF
a2
a—cx o OF ( a j a\/_ a a
. =2= -1 =2= -1 -1|=
CX OF CX 20F oFv2 “J\OF2
a(v2-1
& 1-V2=0F= 2(2-)
OF 2 V2
a/z_2(2-Y)
CF = - S (V2 =L e s 2
2 J2 (\/_ ) p
a(+2-1 a(+2-1
FT || AB=aCFT ~aCAB = FT_CF_CT :E=Q:> FT=Q ............ 1p
AB CA CB  a a2 2
Cum OF = FT = triunghiurile dreptunghice SFO si SFT sunt congruente
5 KSOF = ST ettt ettt b et nas 1p
(@ 11 To] 1 TSRO TP TP TPV URPRPPRO 1p

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIll-a, 10 mai 2025

Clasaa Vll-a

Problema 1

a) Verificati dacd exista numere naturale x pentru care numarul N =+/x? +39 +2025 este
natural si patrat perfect.
b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [2024X] + {2025X} =2025.

Problema 2

Calculati:

S, =+11-2+1111-22 +4/111111-222 +...+ \/111...1—222...2 , pentru ne N”
——  ——

2n cifre n cifre

Problema 3

Se considerd rombul ABCD cu AC > BD si patratul ABEF , astfel incét punctul D s fie in
interiorul patratului.

a) Determinati masura unghiului ACE.
b) Daca AC =2BD, aratati ca Azep =4Accor -

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIlIl-a, 10 mai 2025
Clasaa Vll-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1

a) Verificati dacd existd numere naturale X pentru care numdrul N =+x* +39 +2025 este
natural si patrat perfect.
b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [2024X] + { 2025X} =2025.

Solutie.

a) Fie Vx*+39=k,k>0,keN

Prin ridicare la pitrat se obtine X*+39=k*> < k*-x* =39 < (K—=x)(k+X) =39 ....c........ 1p
Cum k,xeNseobtine X=19, 58U X=5.. ... it 1p

Pentru x =19 se obtine N = 2045

Pentru X =5se 0btine N = 2033......cciiiiii et 1p

Niciunul din cele doud numere nu este patrat perfect deci nu existd numere naturale X ........... 1p

b) Cum [2024x]si 2025 sunt numere ntregi {2025x} =0 si [2024x]=2025.................... 1p

[2024X] =2025=2024X €[2025,2026) ......ceerieiii e Ip

Fie 2024x =2025+a,a <[0,1) se obtine x= 20228 _q 14& D
2024 2024

Cum {2025x} =0 avem
2025(1+ a)

2025 + _0e o006 1t2020a g j1+2025a o 1p
2024 2024 2024
par 1420253 o oy, L 1420250 2026 1+20%5
2024 2025 2024 2025 2024
:>1+2025a:2024:>a:@ s X:@ ........................................................... Ip
2025 2025

L@ ] T [ S USSP PRTR 1p
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SLOBOZIA

Problema 2

Calculati:

S, =v11-2+1111-22 +/111111-222 +...+ \/111...1—222...2 , pentru neN”
—— —

2n cifre n cifre

George Florin Serban, Briila, G. M. nr.11/2024

Solutie.

Un termen oarecare este de forma :

T, :\/111...1—222...2 :\/111...1.1ok+111...1—2-111...1=
H_J H_/

2k cifre k cifre k cifre k cifre k cifre
. ..Ap
\/111...1-(10k ~1)= [111..1-999..9 =3-111...1=333...3
k cifre k cifre k cifre k cifre k cifre
000 O 2 n_
S, =3+33+..+333,,3= 299+ #9999 _10410°+..+10°=n 3p
n cifre 3 3
De unde se obtine S, _ 100" ~1) ~9n N o
27
(@ ) o] 1 USSP 1p

Problema 3

Se considera rombul ABCD cu AC > BD si patratul ABEF , astfel incat punctul D sa fie in
interiorul patratului.

a) Determinati masura unghiului ACE.
b) Daca AC =2BD, aratati ca Awgcp =4Pecor -
F E
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Solutie.

a) Fie «BAD =2x = «DAF =90° —2x.

AADF isoscel = <DFA = <tADF = 0 _20 2 4B 4 X o D

ADFE =90" —<tAFD =90" —45" = X =45" — X seeiiiiiiiiiiiiiin i 1p

Cum DC || ABsi AB||EF = DC| FE, DC =ABsi AB=EF = DC = FE = DCEF
paralelogram = «<DCE = «<DFE =45° —x, dar xACD =<«CAD =x=<ACE =45°..........2p

b) Fie DCABE ={T}. Cum BE L ABsi AB|[CD=BE LCD.........c.0ecvesuereerrrrer..v. 1p
AC =2BD =0C =20D

T.P
AOCD,0=90"=5CD =ODB ..ot 1D

Uu.
<O =<«T =90°si «D =unghi comun = ADOC ~ ADTB = g? _&0 200 SENG

f—
BD BT 20D

OD+/5

Dar BE =CD =0D+/5 = TE = BE - BT = R 1
Obtinem Ay =CD-BT =40D? §i Ajeer =CD-ET =0D? = Ay =4Acpp covvveermmrnnnnee 1p
(@) o] 1 PSS OP OSSP 1p

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVlIlI-a, 10 mai 2025

Clasaa Vl-a

Problema 1

Sa se determine numerele prime p si g pentru care p(p—1)(p+1)=8q (6q2 +1) :

Problema 2

Aflati numerele naturale nenule a si b pentru care

a__ 48-(a,b) . b 312:(a,b)

@@b)  [aB] "(ab) ~  [ab]
Am notat cu (a,b) cel mai mare divizor comun al numerelor a si b, iar cu [a,b] cel mai
mic multiplu comun al numerelor a si b.

Gazeta Matematica
Problema 3

Fie aABC si punctul D aflat pe dreapta BC de aceeasi parte a lui C ca punctul B, astfel incat

CD = AB. Daci E este puctul de intersectie dintre bisectoarea unghiului ABC si mediatoarea
laturii BC, iar punctul F este simetricul punctului E fata de dreapta BC, sa se arate cd AE = DF

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIlI-a, 10 mai 2025
Clasa a Vl-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1

Sa se determine numerele prime p si q pentru care p( p —1)( p +1) =8 (6q2 +1) .

Solutie.
Cum p(p-1)(p+1)=(p—1)- p-(p+1):3, ca produs de trei numere naturale consecutive...3p

Atunci 8q(6q2 +1) este multiplu de 3, iar 8 si 60> +1nu sunt multipli de 3, deci q=3.......... 3p

Se obtine (p—1)- p-(p+1)=8-3-55=10-11-12 si deci p =11, care este prim..............c....... 3p
[0 ] o3 1§ R Ip
Problema 2.

Aflati numerele naturale nenule a si b pentru care

a =bJr48-(a,b) ;b =a_312-(a,b).

(a,b) [a,b] * (ab) [a,b]

Am notat cu (a,b) cel mai mare divizor comun al numerelor a si b, iar cu [a, b] cel mai

mic multiplu comun al numerelor a si b.

Gazeta Matematica 1212024

Solutie.

Daci notdm (a,b)=d,d eN", atunci a=d-m,b=d-n,[a,b]=d-m-n, unde

MNEN, (MN) =L 1p

Atunci relatiile din enunt devin m=d -n +4—8§i n=d-m 3 2p
m-n m-n

Inmultind prima relatie cu n si pe a doua cu m si scizandu-le, se obtine dupi prelucrare
312 48
- (M” =N7) =22 2 s 2p
n m

De aici, m>n,48:m,312:n, deci me D,,,neD,;,,48=2-3,312=2°-3-13 ....ccceeervrrrrrrrrrrns 2p

B MINISTERUL EDUCATIFE]
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Tinand cont de conditiile precedente si de (m, n) =1, singura varianta convenabila este
M=8N=3=0d=2 51 @=16,D0=06 .o 2p

Problema 3.

Fie aABC si punctul D aflat pe dreapta BC de aceeasi parte a lui C ca punctul B, astfel

incat CD = AB. Daca E este puctul de intersectie dintre bisectoarea unghiului ABC si
mediatoarea laturii BC, iar punctul F este simetricul punctului E fata de dreapta BC, sa se arate
ca AE=DF.

Solutie.
A
B D C
F
Cum BE este bisectoarea unghiului ABC = ABE =EBC ..........cccccoiviiiiiiiene e, 1p
E se afld pe mediatoarea segmentului BC = BE =CE =aEBC este isoscel = EBC = ECB,
(Lu.L)
deci ABE=ECB sicum AB=CD, = AABE=aDCE = AE=DE ......c.coceevrivrrireirrnnnn. 4p
Dar F este simetricul lui E fata de BC = BC este mediatoarea segmentului EF si D € BC,
oot I T I PSSP 3p
LT e 1o (U7 T T it | = 1p
OFICIU ettt e e e e e, 1p

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVlIlI-a, 10 mai 2025

Clasa a V-a
Problema 1
Fie n numar natural nenul.

a) Suma cifrelor unui numar natural cu n cifre este 159. Poate fi acest numar patrat perfect?

b) Se considera n numere naturale consecutive. Suma resturilor impartirii celor n numere la 11
este 166. Aflati toate valorile posibile ale lui n.

Problema 2
a) Aratati ca numarul 141 poate fi scris ca suma dintre un patrat perfect si un cub perfect.
b) Aritati cd existd numere naturale a si b astfel incat a? + b3 = 1412023,
Gazeta Matematica

Problema 3

Verificati dacd existd numerele naturale a sib pentru care 15 - a? + 4 - b2 = 72025,

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIll-a, 10 mai 2025
Clasa a V-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.
Fie n numar natural nenul.
a) Suma cifrelor unui numar natural cu n cifre este 159. Poate fi acest numar patrat perfect?

b) Se considera n numere naturale consecutive. Suma resturilor impartirii celor n numere la 11
este 166. Aflati toate valorile posibile ale lui n.

Solutie.
a) Fie a numarul natural cu n cifre.

CUM 159:3 70 @3 . ittt ettt st et e e he e s e e s et et e st e s beebeess e st et e testesbesteereeneens 1p
Dar 159 nu este divizibil cu 9 =anueste divizibil CU 9 ..o 1p
=> A NU POALE 1 PALIAL PEITECL. .. ..veiiiiiiitieii e 1p

b) Fie r restul la impartirea prin 11

0<T <1137 E{0,1,2 ;10 oottt 1p
Numerele sunt consecutive =>resturile sunt consecutive si 0+1+2+...410=55.......cc.ccccuerurnu... 1p
Variantele convenabile sunt:

0+1+2+..+10)+(0+1+2+...4+10) + (0+1+2+...4+10) + 0+1=

Q+2+...4104+0) +(1+2+...410+0) + (L1 +2+... 410+ 0) + 1. coeieieeeeee e 2p
= sunt 34 sau 35 numere = N e {34, 35} ...................................................................................... 2p
L0 4 o) 1 Ip

Problema 2.

a) Aratati ca numarul 141 poate fi scris ca suma dintre un pdtrat perfect si un cub perfect.
b) Ardtati ca existd numere naturale a si b astfel incat a? + b3 = 1412023,

lonela Turturean, Satu Mare,G. M. 1/2025

Solutie.

Q) 141 = 16 4 125 = 42 4 53 s 1p
D) % + b3 = 1412022 - 141 oo 1p
a? + b3 = 1412922 . (16 + 125) = 1412922 - 16 + 1412922. 125 .o 4p

De aici a® + b3 = (1411911 - 4)2 4 (14157% - 5)3 s 2p
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DA = 1411010 - 451 D = 1410574 - 5o 1p
L o3 1 Ip
Problema 3.

Verificati dacd existd numerele naturale a sib pentru care 15 - a? + 4 - b2 = 72025,

Solutie.

CUM U(7292%) = 7 D U155 A% 4 D2) = T 2p
4-b? este par = 15 a? este impar = A% eSte IMPAT ......cccoceevvveeeeeeeereeeieieee e, 3p
= u(a?) poate fi 1,5 sau 9 = u(15a?) =52 U(4°D?) = 2 cooovveeeeeeeeee e 2p

dar 4b? este pitrat perfect

= nu existd numere naturale care sd Indeplineasca conditia data.............ccocevveriiiiiicninicnnn, 2p

OFICHU +- oot eeeee e e e+ ettt Ip

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.



